YLIOPPILAST UTKINTO 30.9.1977 MATEM ATIIKKA, PITKA OPPIMAARA
Tehtdvissd 4, 5, 6 ja 7 suoritetaan joko kohta a) tai kohta b).
2 2
1. Maarits 1im L r2) = (1 )
x+0 X~ - X

2. P on ensimm@isen asteen polynomi. Osoita, ettd& lukujonon P(1) ,
P(2),«+.,P(n),... kahden per&kkdisen luvun erotus on vakio.

3. Osoita, ettd funktion x2(2x = 1)2 derivaatalla on nollakohta lukujen
0 ja % valissa. .

4, a) M&3ritd joukon {y € R11 <y < 2} alkukuva kuvauksessa f: R » R,
f(x) = x2 - 2x + 2 (R reaalilukujen joukko).
b) Mill& x:n arvoilla funktion 4x2 - 4x + 2 arvo kuuluu valiin
1<y <27
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5. a) Funktio f on jatkuva ja toteuttaa epdyhtd&ldt x < f(x) S Uic

= X

1
v31i113 0 € x $ 1. Arvioi ylds- ja alaspdin integraalia [ f(x)dx.
0

b) Nelikulmion OABC k&rjestd 0 muihin k&rkiin piirretyt vektorit
ovat OA = 31 + 3, 0B = xI + yj ja OC = -1 + 23. M33ritad x ja y siten,
ettd kulmat OAB ja 0CB ovat suoria.

6. a) Kolminumeroisten positiivisten kokonaislukujen joukosta valitaan
umpim&hkdadn yksi luku., Milld todenndkdisyydelld ta&m& on jaollinen
3:1la tai 5:11&7
b) Miten sijaitsevat kompleksitasossa ne pisteet z = x + iy, jotka
toteuttavat yhtdldn (1 + i)z + (1 - i)z = 0 ?

7. a) Kolmion k&rjet ovat (0,0), (2,0) ja (a,az). Minkd kdyrdn piirtaa
kolmion mediaanien leikkauspiste a :n vaihdellessa?
b) Funktio f, joka on derivoituva kaikilla x :n positiivisilla arvoil
la, t&yttdd ehdot: f(x) + x.f'(x) = 2 ja f(2) = 1, Osoita, etta
f(x) < 2, kun x > O.

8. Tasakylkisessd& kolmiossa on kyljen vastainen mediaani = m. Mik@ on

kolmion alan suurin mahdollinen arvo ?

9. M&4rits piste, jossa kdyrilld y = 1 + x + x° ja y = (x < 1)

on yhteinen tangentti. Osoita, ettd kd&yrdt ovat tangentin samalla
puolella ja toinen kdyrd kulkee sivuamispisteess&@ toisen alapuolelta
ylapuolelle.

10. Funktio f on jatkuva ja toteuttaa epdyhtdldt 0 < f(x) < 1 valilla

0 S x S 1. Osoita: On olemassa luku a siten, ettd 0 < a < 1 ja
f(a) = a.



