YLIOPPILASTUTKINTOLAUTAKUNTA
STUDENTEXAMENSNAMNDEN

MATEMATIIKAN KOE, PITKA OPPIMAARA 28.9.2016
HYVAN VASTAUKSEN PIIRTEITA

Tutkintoaineen sensorikokous on hyviksynyt seuraavat hyvén vastauksen piirteet.

Hyvistd suorituksesta ndkyy, miten vastaukseen on paddytty. Ratkaisussa on oltava tarvittavat
laskut tai muut riittdvat perustelut sekd lopputulos. Arvioinnissa kiinnitetdin huomiota kokonai-
suuteen, ja ratkaisu pyritddn arvioimaan kolmiosaisesti: alku, vélivaiheet ja lopputulos. Lasku-
virheet, jotka eivdt olennaisesti muuta tehtdvédn luonnetta, eivit alenna pistemdirdd merkittavésti.
Sen sijaan tehtdvidn luonnetta muuttavat lasku- ja mallinnusvirheet saattavat alentaa pistem&érda
huomattavasti.

Laskin on kokeen apuviline, jonka rooli arvioidaan tehtidvékohtaisesti. Jos ratkaisussa on kdytetty
symbolista laskinta, sen on kdytdvd ilmi suorituksesta. Analysointia vaativien tehtivien ratkai-
semisessa pelkkd laskimella saatu vastaus ei riitd ilman muita perusteluja. Sen sijaan laskimesta
saatu tulos yleensd riittdd rutiinitehtdvissd ja laajempien tehtdvien rutiiniosissa. Téllaisia ovat
esimerkiksi lausekkeiden muokkaaminen, yhtéldiden ratkaiseminen sekd funktioiden derivointi ja
integrointi.
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1. (1 piste/kohta)

A-0sa

Kaava Viiite Kaava nro
1| b=2a | A |Lukub on 50 % suurempi kuin luku a. 3
2 | b=0,5a | B |Luku a on neljdsosa luvusta b. 5
3| b=15a | C |Lukub on puolet luvusta a. 2
4| b=4a | D |Lukub on 25 % suurempi kuin luku a. 6
S| b=4a E | Luku b on kaksinkertainen lukuun a verrattuna. 1
6 | b=3a | F |Lukua on nelinkertainen lukuun b verrattuna. 4
2.2) | Neligjuuren sisilli tai erikseen huomattu tehtyva? = a 1
Toistettu kolmesti, vastauksena a 1
Vastaus +a -1
\/? — 2 0
b) , 1 2
f'(x)= E
joten f'(2)=1-2=0. 1
Derivointi myoOs osamadrdnd tai negatiivista eksponenttia kdyttden.
Derivointivirhe, kaksi termii ja sijoitus oikein. |
¢) | Loydetty integraalifunktiot —cos(x) ja sin(x). |
Saatu vastaus 2. 1
Merkkivirhe integroinnissa. maks.1
Sijoitus funktioon sin x + cos x 0
Integroimisvakio vastauksessa. -1
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3. +1 . . 1
Ib(x+1)-1b(4x) = bio=1 (’=1" ei vaadita),
a) 4x
josta );—J;l =21 I
x+1:8x<:>7x=1<:>x:% 1
b) |Ib4=2 1
Ib8=3 1
niin kelvollisia ovat arvot n=4,5,6,7,8. 1
Vastaus voidaan antaa myds muodossa 4 < n < 8 tai vastaava.
TAI:
2< lbn=>n2=> 4 1
lbn< 3=>82>n 1
joten n=4,5,6,7,8. 1
Aidosti kasvavuus tai monotonisuus mainitsematta. -0
Madrittelyehto x > 0 puuttuu. -0
4. | Suorakulmion sivut ovat x ja 4 —x°. 1
Pinta-ala A(x) = x(4 —x2?) = 4x —x3 , (0 < x < 2). 1
Derivaatta 4'(x) =4-3x", 1
jonka nollakohdat ovat x = i%. Vain positiivinen arvo riitti. 1
Koska A(x) on suljetulla vililld [0,2] médritelty derivoituva funktio 1
ja A(0) = A(2) =0 TAI kulkukaaviosta,
i in A= A(2)=16/3 (=& 1
niin suurin A—A(ﬁ)— 5 NE) ( 3\/5).
Kisitelty pinta-alana vain funktiota 4 — x°. +0
Vastaus summamuodossa. -1
Derivointivirhe, nollakohta vélilla (0,2) maks.
4
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B1-o0sa

5. | Merkitdén kulmia a,a +d ja a +2d . Kulmien summa on 1
2) | 33+3d =180, josta a+d =60
Suurin kulma on a +2d =103". (Ei tarvitse perustella)
- ,{a+2d=1o3° 1
Saadaan yhtélopari
a+d =60
jostaa = 17°ja d = 43°. Kulmien suuruudet 17°,60°ja 103°. 1
TAI:
Merkitddn kulmia a—d,a ja a +d . 1
Kulmien summa on 3a =180, josta a =60". 1
Suurin kulmista on a+d =103", joten d =43". Kulmien suuruudet 1
ovat siten 17°,60°ja 103",
TAI:
103° 4+ 103° —d + 103° — 2d = 180° tai vastaava. 3
Pelkka kuva, jossa yksi kulma on 103°. 0
Pelkka vastaus. 1
b) | Merkitidn kulmia x,gx ja ¢’x, joista pienin on x=%. 1
Kulmien summa on Z(1+ g + ¢*) = r , josta saadaan ehto
g +q-6=0<qg=2vqg=-3 (ci kelpaa). I
Kulmien suuruudet ovat siten Z,2Z ja 4Z. 1
Jos annettu kulma keskimmaéinen ja kulmat ovat g, X ja qx, joista 1+1+1
X = g, niin ¢ = 3 + 22 ja kulmat (3_2\@”, g, (3+27ﬁ)n.
Toinen ratkaisuista riittdd, b-kohdasta voi saada 3 pistettd joko
vhdelld tdysin oikealla ratkaisulla tai kahdella ratkaisulla, joissa
ensimmdiset kaksi askelta oikein.
Pelkki vastaus 1
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6. | Kaukalo on suora sdrmid. Jos pditykolmion pinta-ala on 4, niin 1
a) | kaukalon tilavuus V, = 4b.
Jéljelle jaanyt vesi muodostaa kolmisivuisen pyramidin, jonka 1
tilavuus V, =1 Ab . Poistuneen veden tilavuus on siten
V=24b=3V,.
Vettd on valunut pois 4 koko maarasta, eli 202% =662 % =~ 67 %. 1
b 2 1
) Péaitykolmion korkeus H = # japinta-ala 4, = a f
.. : : > 1
Péadtykolmioiden pinta-aloja vertaamalla —-= 3 tai yhtilosta
a
1
L 4.b =242 saadaan d = -~ (kuvio alla).
3 4 \/g
. d3 3
Veden korkeus on siten V3 = a3 =2 1
2 Y32 2
Likiarvot ok, jos vastaus 0,5a tai a/2, muuten maks. 2.
Kaytetty lukuarvoja a:lle tai b:lle. maks.
4
a-kohta védrin b-kohdassa. maks.
3
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7. | Etdisyysehto antaa yhtdlon /x> + y* = 2 - y| (jo hyvid kuva antaa 1+1
a) ensimmadisen pisteen),
josta x>+ )y’ =4-4y+y°, 1
joten y=—1x*+1 (viimeiset kaksi askelta myos laskimella). 1
HUOM: ”y="tai "f(x)="" vaaditaan.
TAI:
Havaittu paraabeliksi ja kolmen pisteen ja yhtdloryhmén avulla saatu 4
funktion lauseke.
Itseisarvomerkit puuttuvat. -0
b) | Kiyri leikkaa x-akselin, kun y =0. T&llgin —+x* +1=0, josta
X =4 x=12. !
Koska alue jii x-akselin ylidpuolelle (ja on symmetrinen y-akselin
2 1
suhteen), on kysytty pinta-ala 2 j (—1x* +1)dx =
0
2
3 — 2 _38
2/ (2 +x)=2(-3+2)=4.
Maarityn integraalin arvo laskimesta. -0
a-kohta viirin, mutta alaspdin aukeava paraabeli, b-kohta maks. 2.
8. | Eri reitit:
2 | . S— _
Byt - — 1 e
F ] . I l !
% —d = — | = o e el - 1
I ;«\'L»-—- 3 + .i, [ '&v————— As—
Reittien todenndkoisyydet vasemmalta: 1.1-1-1=%, £-1-2.1=1,
1.1.19=1 1.9.1.0=1 1.1.1.7-1 2
2°'2°2 g> 2712 4> 212 4>
Yksi tai kaksi todenndkdisyyttd vadrin. -1
Vihintdin yksi reitti ja sen todenndkoisyys oikein 1
Nelja reittid todenndkoisyyksineen oikein 2
b) | (Mahdolliset kohtauspaikat ovat pisteet P, ja P,.) 1
Tn kohdata pisteessd Py on p, =(3-H)(F-4).
Tn kohdata pisteessd P, on p, =(3-3+3-D)(G-1+1:1). 1
TAI
_ 1.1 _3.3
pPr=7"2Jap2 =77
Kysytty todennékéisyys on p, + p, ==+ =3. 1
Laskettu kdyttden vain toista kohtauspaikkaa. maks. 1

a-kohta vidrin, mutta todennikoisyyksien summa 1, b-kohdasta
maks. 3.
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9.1.

Tekijoihin jako: n’ +6n> —=Tn=n(n" +6n-"7)=(n—Dn(n+7)
TAI 6n? ei vaikuta jaollisuuteen.

Perdkkaiisistd luvuista n —1 ja n toinen on varmasti parillinen, joten
luvussa on tekijind luku 2.

Jos toinen tekijoistd n —1 ja n on kolmella jaollinen, niin luvussa on
tekijind myos luku 3.

Jos néin ei ole, niin silloin varmasti luku 7 +1 on kolmella jaollinen,

kuten on myds luku (n+1)+6=n+7.

Koska alkuperdinen luku on jaollinen luvuilla 2 ja 3, on se jaollinen
my0s luvulla 2-3=6.

TAI:

Tekijdihin jako: n’ + 60> —Tn=n(n’ +6n-7)=(n—Dnn+7).

Perdkkaiisistd luvuista n —1 ja n toinen on varmasti parillinen, joten
luvussa on tekijind luku 2.

Koska n=n (mod 3), n+7=n+1 (mod 3)
(jan—1=n+2 (mod 3)),

niin n—1,n ja n+7 ovat keskendén eri luokkaa (mod 3). Siis jokin
niistd on = 0 (mod 3) eli kolmella jaollinen.

Koska alkuperidinen luku on jaollinen luvuilla 2 ja 3, on se jaollinen
my0s luvulla 2-3=6.

TAI:

Huomattu parilliseksi ja tutkittu 3g, 3q + 1 ja 3q + 2.

TAI:

Tutkittu 6g, 6g + 1, ...,6qg + 5
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9.2.

(Laskettu 27 — 60 -2 — 8 = 0)

7 6 5 4 3 2
X —260x—8 X 2x +4x +8x " +16x"+32x+4 (osoittajan tekijéjako I'iittéiéi)
x°—4 x+2

josta havaittu, etta sijoitus ei johda muotoon %.

TAI:

I’Hospitalin sddnnolld perustellen.

Pelkka laskinvastaus raja-arvotoiminnolla.

.....

b)

Koska x> —4=(x—2)(x+2), niin direllinen raja-arvo voi olla
olemassa vain, jos x —2 on my0s osoittajan tekija, eli luku 2 on sen
nollakohta.

Saadaan ehto 2" =128 =0,

josta 2" =27 elin="7.
(Raja-arvo on siten olemassa vain arvolla n=7.)

Kokeilu lukuarvoilla.
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B2-o0sa

10.a) | Aloitetaan x =2 +Inx iterointi: x, =1, x, =2+1Inl=2, 1
x,=2+In2=2,6931..., x, =2+1n2,6931...=2,9907..., 1
x, =3,0955..., x;=3,1299..., x, =3,1410..., x, =3,1445...,
xg =3,1456..., x,=3,1460..., x,, =3,1461... (3.146140339)
X1g esitetty riittdvin monella desimaalilla pyoristyksen perusteluksi.
Vastaus on x;, = 3,146.

b) | x=2+hx=0hx=x-2cx=e""

Iterointi:
x, =1 x,=0,3678... x,=01955... x,=0,1645... 1
x,=0,1595... x,=0,1587... x,=0,1586... x,=0,1585...
Xg =Xy =X,y =0,1585...(0.1585943547)
X1g esitetty riittdvin monella desimaalilla pyoristyksen perusteluksi.
Vastaus on x;, = 0,159. 1

Tarkkuusvirhe

Iterointi kesken, lopetettu esim. kierrokseen xg.

Pyoristys ei ndy -1
iterointikierrokset x,, ..., xq, puuttuu. -0
Pelkat vastaukset. 0
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11.

Kuva jossa kdyrdn normaali kulkee ympyrin keskipisteen 1dpi TAI
Alla olevassa kuviossa ympyrin side on 7 sekd kidyran y = - ja
ympyrin sivuamispiste 4 (a,%) . Koska y'(x) = _x%’ niin pisteeseen A

asetetun tangentin kulmakerroin on _a%'

. . . . 2
Samaan pisteeseen asetetun normaalin kulmakerroin on siten a”.

Koska normaali kulkee myo6s ympyréan keskipisteen K (7,0) kautta,

voidaan sen kulmakerroin esittdd muodossa ;% . Saadaan yhtild

1
a’=4% eli a’(a—r)=1(1).

Toisaalta suorakulmaisesta kolmiosta KBA saadaan Pythagoraan
mukaan yhtils (a—r)° +(1) = ().

Muodostetaan yhtdloista

(1) ja (2) pari {

a(a-r)=1
(cz—r)2+(%)2 -
1

Ylemmistd yhtilostd saadaan a —r =L, josta r =a—-L.
a a

Sijoittamalla nimi molemmat alempaan yhtal66n, saadaan

1 1 2 1. : .. :
—t—= a’ —— +— jaedelleen a'=3,josta a= +43 , joista vain
a’ a a a

positiivinen arvo kelpaa.

, _a‘-1_3-1_ 2

AT T Y

Lopulta saadaan r=a —

(=0,8773...~ 0,88).

Laskimen normaali- ja muita toimintoja voidaan hyddyntii osana
ratkaisua. Yhtidloryhmin voi ratkaista laskimella.
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IaZ) N-(r—r)=(3i-2j+5k)-((x=Di+(y=2)j+(z=3)k) = 1
3(x-1)-2(y—-2)+5(z-3)=3x-3-2y+4+5z-15=0< 1
3x—2y+5z=14. (Vakiot ovat siten a=3,b=-2,c=5jad =14.)

b) | Saatu yhtilo toteutuu arvoilla x =1, y =2 ja z =3, koska 2
3—4+15=14, joten piste on tasolla.

¢) | Yhtdlon 2x -5y + 7z =14 toteuttaa esim. piste (7,0,0). Voidaan siis
valita 7, = 7i. Talldin r—r, = (x=7)i+ yj + zk. !
(My0s esim. vektori g = 2k kelpaa.)

Jos Nza;+b}+cl_c, niin N-(i_’—a)=0<:> a(x=7)+by+cz=0 1

< ax+by+cz="7Ta,joka on sama kuin 2x -5y +7z =14, kun
a=2,b=-5jac=7,jolloin N=2i—5j+7k.

Jos ratkaisee vektorin N viaralla r 0 maks. 1
Voi tehdd myo6s esimerkiksi valitsemalla ensin vektorin N.

Laskimen dotp ja muita toimintoja voi kayttdd osana ratkaisua.

Yksittdinen laskuvirhe -1

13. | Luku x =% on yhtdlén x —% =0 eli myds yhtdlon3x -2 =0 juuri. 1

) | Polynomi on siten P (x)=3x-2.

b) | Nelivimalla yhtdlo x = J3 saadaan x* =3. Polynomiksi kelpaa siten 1
P,(x)=x"-3.

©) |Jos x=2+3 ,niin x—2 = NE) , josta nelidimilla saadaan

(x—2)* =3 < x°’ —4x+1=0. Polynomiksi kiy siten I
P(x)=x"—4x+1.

d) |Jos x=\/§+x/§,niinx2:5+2\/€, 1
josta x> —5=26 . Nelivimalld uudelleen saadaan (x* —5)* =24, 1
joten polynomi on P,(x)=x"—-10x> +1. 1
Jokaiseen kohtaan on useita ratkaisuja.

Voi ratkaista esimerkiksi kdyttdmaéll4 nollakohtien ja tekijdesityksen
vilistd yhteyttd seki nelididen erotusta.
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