YLIOPPILASTUTKINTO 26.%.1969 MATEMATIIKKA LYHYT OPPIMAARA

X + 2y o
5y - 2 1 .
2. Positiivilukua x muutetsan joko a) suurentamalla sitd 3 %:1la tai b)
lisd&méalld siihen 15. Mill& x :n arvoilla edellinen menettely suurentsa

1. Ratkeise yhtdloryhma { 2x - 5y 1

lukua enemman kuin Jjalkimmainen?

3., Pisteiden (2 ,1) ja (-2 ,6) kautta kulkeva suora ja koordinaattiakselit
rajoittavat kolmion. Laske t&amén kolmion pinta~ala ja hypotenuusaa vas-
taan piirretty korkeus (tsrkka arvo).

4, R-sdteisen ympyrén sisddnpiirretyn kolmion kanta yhtyy ympyrdn halkai-
sijaen., Kantaa vastaan piirretty korkeus on R/3 ja kolmion pienin kulmsa
on « . Madrdd lausekkeen tana tarkka srvo.

Osoita, ettd yht&alon (m4—4)x2 - mg(m-ﬂ)x + (m-—-’!)3 = 0 Jjuuret voidaan

m -

m+ 1

Milléd m :n arvoille yht#l6ll&d on a) kaksi erisuurta reaalijuurta, b)

>
kirjoittaa muotoon x, = (m - 13 ey X, = aina, kun m £ - 1.,

kaksoisjuuri (= yhtyneet reaalijuuret)?
Nayts, ettd jos x > 1, niin lauseke

(1 - 2x2)2(1 -X) +%x -1
on negatiivinen. Mink& merkkinen lauseke on, kun x = 1/2?
Kannan suuntainen suora jaksa kolmion kyljet huipusta lukien suhteessa
3:2 Ja kolmion alan sellaisiin osiin, joiden erotus on 35 cm2. Laske
koko kolmion alsa.
Pallon sisédén on piirretty mahdollisimman suuri lierid. M#&rad pallon
ja lierion tilavuuksien suhde. Perustelgt.
A - e 1 1 - — - 5 o = /] (=]
Mitd arvoja funktiot a) y=f£(x)=(x-1)° ja b) y..g(x)-Z;tT;;Z saavat,
kun x on vdlillda O < x < 3, mutta x # 17 Mill8 x :n arvoilla on
£(x) = g(x) ?
10.Paraabeli y = ax° + bx + ¢ sivusa suorsa Yy = 2x - 2 pisteessd (3, 4).
a) Lausu kertoimet b Jja ¢ kertoimen s avulla, b) Kun s muutﬁuu, sa&-
dsan eri paraabeleja. Milla suoralla ovat néiden paraabelien huiput?
Piirrd samaan kuvioon suorat sekd paraabelit, joissa a = + 1.
11.Funktion f£(x) erds integrasalifunktio on 2 = X2. Mikd on se integraa-
lifunktio, jonka kuvaajs yhdessd x -akselin kanssa rajoittaa alueen,

jonka ala on = l#% ?
12 .Bradstéd suorituksesta annettiin sadslle henkildlle pisteita 1+10 seursa-

TNONA: . BistewlioE 4+ 2 3 4 5.6 7.8.9 10

Lukumddrad & g Ak A8 B N2 G 88 .10
Esité pisteméérdjakautuma graafisesti. Mitkd ovat jakautuman a) tyyppi-
arvo, b) mediaani, ¢) kvertiilit?
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1. R-sédteisen ympyrén sisdédnpiirretyn kolmion kanta yhtyy ympyrén halkai-
sijaan. Kantaa vastasn piirretty korkeus on R/3 ja kolmion pienin kulma
on o . Maarsd lausekkeen tana tarkka arvo.

2. Funktiosta f(x) oletetasn, ettd £ (x) = sin2x ja f(mw/4) = 1. Laske
f(n/2) .

o =
3. Pddttymdttomdlld lukujonolla u = 22—1% (n=1, 2,...) on #érellinen
n +

raja-arvo. Mistd luvun n arvosta alkaen u, poikkeaa tastéd raja-arvos-
ta véhemman kuin 0,001 7

4, Ratkaise jompikumpi seursavista tehtdvista:

a) Osoita, ettd suoran katksistun ympyrakartion vaippapinta on aina
suurempi kuin sen pohjien erotus.

b) Kolmion kahtena sivuna ovat vektorit a ja P . Niiden yhteisestd
alkunisteestd on piirretty kolmion kulman puolittajana oleva vektori,
jonka karki on kolmion piirilld. Maaraa téman vektorin lauseke.

5. Osoita, ettéd tesossa on kaksi pistettd, jotka ovat yhteisia kaikkia
eri k :n arvoja vastaaville ympyraviivoille

2 74
x“ +y +kx -ky=-1=20.
Mitks ovat niEmd pisteet?

6. Milld 2z :n arvoilla lauseke 2z + 2z + 3z + 1 saa reaalisen arvon?
Milloin erityisesti témd arvo on 1? [z = x+iy, 2 = x~-1iy, x,y reaa-
lilukuja.)

7. Fiste F liikkuu pitkin x -skselia negatiiviseen suuntaan tasaisella
nopeudella V4 ja piste Q pitkin y -skselia negatiiviseen suuntsan
tasaisella nopeudella Vs e Hetkelld t = O piste P on kohdassa (a, 0)
je piste Q kohdassa (O,b), a ja b > 0. Milléd hetkelld valimatka PQ
on lyhin? Mikd on t8m& lyhin vdlimatka?

8. Mitd terkoitetsan rationaasliluvulla? - Oletetaan, etta regaliluku X
ei ole rationaaliluku. Osoita, ettd td11l0in ei myOsk&én e+ x ole ra-
tioncaliluku. 2%

9. Pisteiden A ja B koordinaatit ovat (1, 0) ja (%,0), t > 1. Piste C
sijsiteee positiivisella y -akselilla siten, ettad kulma ACB = o on
mahdollisimmen suuri. Mddrdd t siten, ettd mainittu a :n suurin arvo
on 450. 3

10.Integraalin Jfl v ~t]dx arvo on t :n funktio. Piirrad tam@n funktion

0
kuveaja. Mik# on integraalin pienin arvo?

11 .Madrsd ne kdyrit, joills y -skseli puolittaa normasalin sen osan, joka

on ki#yrén ja x -akselin valissa. Piirrd se ratkaisuparven kdyra, joka

kulkee pisteen (0, 4) kautta. :
12 .Todennidkdisyys sille, etté koripallossa vapaaheitto onnistuu, arvioi-
dasn 80 %:kei. Laske todenndkdisyys sille, ettd viidestd vapaaheitosta

vahintidn kolme onnistuu,
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Kédsiteltdvéd enintéddn kymmentd teht8vdd. Tehtdvat 11 ja 12 vaativat
tietoja tavallisen koulukurssin ulkopuolelta. =~ Vain yksi tehtava

kullekin paperille.

Erds positiivinen luku k korotettuna potenssiin 12 antaa luvun 8.
Mihin potenssiim luku k olisi korotettava, jotta saataisiin 1/4 7
2a + 5b

7

Osoita, ettd jos a < b, niin a < - 0

Milla x:n arvoilla funktio

fix) = x a

¥ + 8x5 - 14x

kasvaa?
Lukujoukkoon, jossa on 250 lukua, joiden keskiarvo oli 20, liitet-
tiin joukko lukuja, joiden keskiarvo oli %30. Montako liitettidvad
lukua sai enint&&@n olla, kun keskiarvo ei noussut yli 24:n?
Tasasivuisen: kolmion korkeusjana halkaisijana piirretddn ympyra.
Saatu kuvio pyOrahtdd korkeusjanan ympari, jolloin muodostuu pallo
Jja kartio. Kuinka suuri osa kartion vaipasta on pallon ulkopuolella?
Laske sen kolmion ala, jota rajoittavat paraabelin

y = - x2 - 2X
pisteeseen (-2, 0) piirretty tangentti.ja normaali sekd paraabelin
akseli., Kuvio.
Koordinaatistoon piirretystd murtoviivasta OABC tiedet&in Jjanojen
pituudet: OA = 2,5 cm, AB = 4,0 cm ja BC = 5,0 cm seki Jjanojen
suuntakulmat: OA: +-4OO, AB: -25° ja BC: 4—500. Laske Jjanan
OC pituus (0,1 em:n tarkkuudella) ja suuntakulma (1%:n tarkkuudella).
Kolmiossa ABC on kulma R = 450 ja AB:BC = 1:3%,., Laske korkeus-
Janan CD Jja keskijanan CE v&dlinen kulma.
Madrdd paraabelin

2 - 2X + 3

1
" e > X

sen tangentin yhtdldé, joka on paraabelille pisteeseen (4, 3) piirre-
tyn normaalin suuntainen.

Olkoon 3 2
£(X) = X7 « 2% 4+ 6x - 2

ja £°(x) sen derivaatta. Muodosta funktio

g(x) = £f(x) - £(1) - £°(1)(x - 1)
Jja piirra sen kuvaaja. Missd kulmassa kdyrd y = g(x) leikkaa
x-akselin?
Mill& x:n arvoilla funktio y = 2+ 4cos 5x a) kasvaa, b) saa arvon 0?
Muuttuja X noudattaa normaalijakautumsa siten, ettd keskiarvo p=20
ja hajonta 6 = 1. T&lldin X on vdalilla -1 < X € +1 todennékdisyydelld
0,68 ja valilléd -2 < X < +2 todenn#ékdisyydelld 0,95. Milld todennd-
kdisyydelld X on vdlilld a) +1 < X< +2, b) X > 22
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Kdsiteltdvd enintddn kymmentd tehtdvéd. Tehtavat 11 ja 12 vaativat
tietoja tavallisen koulukurssin ulkopuolelta. -~ Vain yksi tehtava

kullekin paperille.

1. Suora 2x+ 3y=1 Jja koordinaattiakselit rajoittavat kolmion.
Magrad luku m siten, ettd suora y=mx puolittaa t&mdn kolmion
alan.

Kahden pallon sateiden summa on a Jja pinta-alojen erotus naz.

Madrdd pallojen sdteet.
Osoita, ettd funktio y = Acos2x + BsinZ2x kaikilla x :n arvoil-

la toteuttaa yhtdlén y = -4y, olivatpa A ja B mitd wakioita
hyvansd., Maardaa A Jja B si{;en, ettd y(0)=2 ja y (0) = -6,
Polynomi P(x) jsetsan binomilla x-a Jja jakoa jatketasan, kunnes
jakojéénnds on vakio R . Osoita, ettd R = P(a) .

Ratkaise epayhtdlo o
b >9Ex L

Osoita, ettd aritmeettisen sarjan summa Sn"kaikilla n :n arvoilla

toteuttaa yhtalon

SBn « 3 Son '"Sn) .

Missd tason osassa sijaitsevat ne pisteet, joiden koordinaatit x
ja y toteuttavat epdyhtdléparin x+y>0, x+2y<O0 ? Ma&raa
ne tdhdén tason osaan kuuluvat pisteet, joiden koordinaatit x ja
y ovat kokonaislukuja ja itseisarvoltaan < 5. Kuvio.
Tasakylkisen kolmion kantaskulma on a . Lausu kolmion sisaédn- ja
ympéaripiirrettyjen ympyréiden sédteiden suhde o :n avulla., Laske
suhde, kun a = n/4 .

Milld x :n arvoilla lauseke +4/ X - /X on reaalinen? Milld ar-
voilla se on = J/2 ?

Osoita, etta “
1.+ %) e By,

kun x on reaaliluku ja > - 1 sekéd n positiivinen kokonaisluku.
Osoita sopivan sijoituksen avulla, ettd kaikille n :n positiivi-

silla kokonaisarvoilla on

n/2 n/2

n n

Jf BN X dx = J[ com X 8x .

0 0
Kolme noppaa heitetddn yhtéd aikaa. Olkoon X suurin esiintyvista
pistemédristéd. Taske todenndkdisyys sille, ettd a) X < 4
b) Xia’ C>X=4o




