YLIOPPILASTUTKINTO 28.3.1966 MATEMATIIKKA LYHYT OPPIMAAR./

. Henkilén tybviikko lyheni p %, samalla kun hinen tuntipalkkansa nousi p %. Té&lléin hine:
viikkopalkkansa aleni 4 %. Mddrdd p.

. Osoita, ettd kolmen peréikkéiisen kokonaisluvun nelitiden keskiarvo ei voi olla kokonais-
luku.

. Suorakulmaisen kolmion sisddnpiirretyn ympyrén ja hypotenuusan sivuamispiste jakaa
hypotenuusan suhteessa 1:3. Laske kolmion pienin kulma.

: ¢ : 3 2
Msiris a ja b siten, ettd polynomi 2%~ + ax - 4x + b on jaollinen trinomilla x2+2x-3.

. : 2 ;
. Miirsi a, b ja c siten, ettd paraabelin y = ax +bxtc huippu on suoralla x = 3 ja ettd se

givuaa ympyrad x2+ y2 -4y + 2 = ) pisteessd (1,1). Piirré kuvio.
Ympyrédn kaaren AB keskipisteestd P piirretty saman ympyrédn jinne PC jakaa jédnteen
AB suhteessa 1:2. Pisteestd A piirretddn kolmion ABC mediaani (keskijana) AM. To-
dista, ettd kolmio ACM on tasakylkinen.

7. Kartion kdrki on R-sédteisen pallon keskipisteessi ja pohjaympyrd pallon pinnalla. Mdd-
rii kartion tilavuuden suurin mahdollinen arvo.

8. Miirdd a siten, ettd logzx = 2 logax kaikilla x:n positiivisilla arvoilla (logax merkitsee
samaa kuin “log X ).

9. Muodosta funktion x 1 - xz erotusosamaidrd lihtien xin arvosta 0 ja madrdd taman
avulla funktion derivaatta kun x = 0.

10, Milld x:n arvoilla on \3/3?>x ?

11. Laske sen kappaleen tilavuus, joka syntyy paraabelien y = X ja y = x rajoittaman alu-
een pydrdhtiessd % -akselin ympdéri.

12. Laatikossa on neljd palloa, jotka on merkitty numeroilla 1, 2, 3, 4. Siitd otetaan um-
pimdhkdin ja yhtaikaa kaksi palloa. Olkoon X suurempi ndihin merkityistd luvuista.

Ilmoita X:n mahdolliset arvot, niiden todennikoisyydet sekd X:n keskiarvo.

Tehtavat 11 ja 12 ¥Yyaativattietoja tavaklisen koviunkaressin
ulkopuolelta

Puhtaaksikirjoitetussa kokeessa saa olla enintdin 10 tehtdvin kisittely.




YLIOPPILASTUTKINTO 28.3.1966 MATEMATIIKKA PITKA OPPIMAARA
A . : Al WS 2 2 2
Midrdd vakiot a ja b siten, ettd yhtdldryhmadlld a x + by=ax +by =1onrat-
kaisu x = y = 1. Onko yhtdléryhmaélld silloin muita ratkaisuja ?

Suorakulmaisen kolmion sisddnpiirretyn ympyrdn sédde on a ja toinen kateetti 3a.
Laske toinen kateetti.

2
Laske kidyrieny = 4 - x‘Z jay=1 - 5—1— rajoittaman kuvion ala.

; : gsin x
Todista, ettd lim _ . A
x»U0 X
: ; : Z _ 2
Miasrias t valilti 0< t € 1 siten, ettd suorien y =tja y = 1 sekd paraabeliny = x

leikkauspisteet kirkind piirretty puolisuunnikas on mahdollisimman suuri.

Kolmioon, jonka sivut ovat a, b, ¢ ja kbrkeusjanat e hb' hc' piirretddn sen si-
<k

s4l1d olevasta pisteestid sivuja vastaan normaalit n_,n.,n. ‘Todista, ettd suhtei-
den na/ha’ nb/hb ja nc/hC summa on 1.

M#sras funktion y = sin 2x + 2 sin x ddriarvot valillad (0, 2s) ja piirrd samalla vd-
1il14 sen kuvaaja pddpiirtein.

Lukujonossa, jonka kaksi ensimmdéistd lukua a

G : 1 . 3 .
peridkkidisten lukujen erotukset bt R e ay s e geometrisen garjan, jonka

ja a, ovat annetut, muodostavat

suhdeluku on -2/3. Osoita, ettd jonon n:s luku a_ lihenee midrittyd raja-arvoa,

kun n rajattomasti kasvaa, sekd midrdd tdmd raja-arvo.

Ympyrédn (sdde = r) sisddnpiirretty ympyrinsektori py6réhtid symmetria-akselinsa
ympédri. Mddrdd ndin syntyneen pallons ektorin suurin mahdollinen tilavuus.

Todista, ettd yhtdlslld 1 + x Inx = 0 ei ole yhtdédn reaalijuurta.

Masris differentiaaliyhtdléon y”’ + y' = x yleinen ratkaisu ja piirrd se integraali-
kiyrid, joka sivuaa x- akselia origossa.

Kahta noppaa heitetddn yhtaikaa. Olkoon X suurempi saaduista pisteluvuista (tai
pistelukujen ollessa yhtdsuuret niiden yhteinen arvo). Ilmoita taulukon muodossa
X: n jakautuma (s.o. sen eri arvojen todenniksisyydet). Laske mainitun satunnais-
muuttujan keskiarvo ja keskihajonta.

Tehtdvdt 11 ja 12 vaativat tietoja tavallisen koulukurssin
ulkopuolelta

Huom . Puhtaaksikirjoitetussa kokeessa saa olla enintddn 10 tehtdvdn kdsittely
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a7

1. Positiivista lukua a pienennetddn p %. Kuinka monta % on saatua lukua suurennettava,

jotta saataisiin jdlleen luku a ?

Todista, ettd kolmion kahden sivun keskipisteiden vhdistysjona on kolmannen suun-
tainen ja puolet siitd.

Néigrtéi, ettd (V 3 + V{‘Z)I/Z (V 3 = V2 + (V3= V2) ! (V34 V2) / on yhtdlén
2x“ - 5¥ 3x + 6 =0 juuri.

Johda sen ympyrin yhtils, joka kulkee origon ja pisteen (4, 2) kautta ja jonka keski-
piste on suoralla 2x - y = 0. Piirrd kuvio.

Todista, ettdi x+4yZ 4 Vxy, kun x Z 90 jay Z 0. Milloin yhtdsuuruusmerkki on
voimassa?

Sddnnéllisen kolmisivuisen pyramidin ABCD pohjasdrmit ja korkeus ovat = a. Py-
ramidi leikataan tasolla,joka puolittaa pohjasdrmit AB ja AC sekd sivusdrmdin AD.
Laske leikkauskolmion ala.

Tasakylkisessd kolmiossa on kanta a, kyljet b ja korkeus h sekd a:h = h:b. Laske
kolmion huippukulma.

Osoita, ettid kaikkia m:n . eri arvoja vastaavilla suorilla (Zm + 1 )x
(3m + 4) = 0 on yhteinen piste. Mikd on tdmadi piste?

a) piirretddn ensin suorakulmio ja sen jdlkeen ym-
een kolmioon., Kuinka suuri on ympyrdn
n summa on mahdollisimman suuri?

Tasasivuiseen kolmioon (sivu =
pyra suorakulmion erottamaan tasasivuis
sidde gilloin, kun suorakulmion ja ympyran aloje

10. Piirrd funktion y = jx}—l—{Zx - 3|lkuvaaja ja mi#drid sitovasti perustellen funktion
pienin arvo.

it
11, Laske niiden osien pinta-alojen suhde, joihin paraabeli y” = 2x jakaa ympyrdn
< = :
%%+ y“ = 8 rajoittaman alueen.
12. Kahta noppaa heitetiddn. Mikd on todenndkéisyys sille, etti niiden osoittamat piste-
luvut ovat joko molemmat = 4 tai molemmat = 3 ?

Tehitavatrll ja ld vaativat tietoja tavallisen koulus-
kuresin ulkopuolel ta
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T. Todista kolmion sivuja ja kulmia koskeva sinivaif

V ¢

Suorakulmaisen kolmion kateettien suhde on 2. Suoran kulman kirjestd piirretdin

korkeusjana sekid kulman puolittaja. Lasl an rajoittaman kol-~

mion alan

Midrad p

ovat silloin yhtdlén muut juuret?

Kivrin e x(4 - %) muaodostama VINDA op Wk -0 ske
muodostuneen pydrdhdyskappaleen tilavuus.

Johda sen paraabelin yhtédls, jonka akselina on x-akseli ja johtosuora

<

\ 2 $ i = 58 . Nt @t s 2 S T Ve, 10
suoranaj suora x = -1 ja joka kulkee pisteen ( -3, -2) kautta.

- AN s11Hpnene 13 nika o
Mills wvn arvoilla geometrinen sarja 1+ ——— - F .eos suppenee ja mikd on
Milld x:n arvoilla £e0n J a

t4116in sen summa S(x)? Piirrd kdyra

Laske origon kautta kulkevien kdyrin VY = x~ - 5x% + 7x tangenttien vilinen kulma.

Kuutio leikataan tasolla, joka kulkee kuution pohjanelitn livistidjin ja vastakkaisen
nelidn yhden sivun keskipisteen kautta. Laske leikkauskuvion pinta-ala, kun kuuti-

on sarmai on a.

Suorakulmaisegsa kolmiossa ABC teridvin n A puolittajan ja sivun BC leik-

kauspisteen D etdisyys hypotenuusasta on puolet kateetista AC . Laske kateettien
suhde. Osoita, ettd janan

ion sivuille piirrettyjen
normaalien summa

10. Osoita, ettd vhialsllia v° - 2x + 2 kaksi ja vain kaksi kokonaislukujuuri-

paria.

11. Maarda ne
naisuus:

lien rajoi

culkevat kdyrit, joilla on seuraava omi-

ordinaatan, kdyrdn ja koordinaattiakse-

Kahdelle perheelie syntyy kummallekin neljd lasta. Miki on todenniikéisyys, etti

toiselle perheelle syntyy kolme poikaa ja vksi tytts, toiselle taas kolme tyttoi ja

vksi poika. Oletetaan, etti pojan syntymisen todennikoisyys

W ] i JJ' ettd r'-l‘dnv"

n sukupuoli on riippumaton aikaisemrnin syntyneiden lasten sukupuolesta.

sen kou -

v

10 tehtiva kisittely.




