YLIOPPILASTUTKINTO 5.4. 1965 MATEMATIIKKA LYHYT OPPIMAARA

Kahta suolaliuosta, joiden vidkevyydet ovat p % ja q % (p>q),sekoitetaan paino-

suhteessa q:p. Kuinka monta % seoksen painosta siihen on lis4ttdvi vettd, jotta

se laimenisi q-prosenttiseksi?

Misris vakiot a ja b niin, ettd funktio a (x +b)(x + a + b) on positiivinen aina

ja vain kun 2<x 3.

2 : :
Korota 4 potenssiin log3 kiyttamaittd tauluja. (210g3 merkitsee samaa kuin

log, 3.)

Paraabelinmuotoisen siltakaaren ylin piste, paraabelin huippu, on h metrid
korkeammalla kuin kaaren piditepisteet, joiden vidli on 2k metrii. Laske mi-
nuutin tarkkuudella kaaren pidtepisteeseen piirretyn tangentin ja vaakasuoran
tagon vilinen kulma, kun h = 6,24 ja k=15,11.

Ympyréin kaksi sekanttia leikkaa toisensa ympyrdn ulkopuolella. Todista sekant-
tien osien vilinen verranto.

Suorakulmion ABCD sivulta AB (= a) valitaan piste P ja sivulta CD piste Q
siten, ettd AP = cCQ< a/2. Pisteistd P ja Q sivulle AB piirretyt normaalit
leikkaavat ldvistdjin AC pisteissd R ja S. Miten P on valittava, jotta nelikul -
mion PSQR ala olisi mahdollisimman suuri?

Ympyrén sektorin kaaren jdnne jakaa keskuskulman puolittajasdteen r keskipis -
teestd lukien suhteessa 4:1. Laske sektorin sisdédn piirretyn ympyrédn ala.
Sddnndllisen kolmisivuisen pyramidin pohjasdrmdt ovat a ja sivusdrmit 2a.
Laske pyramidin tilavuus.

Osoita, ettd paraabelin 2y = -xz + 2ax + 2 huippu ei millddn ain arvolla ole
kdayrdlld 2y = xz.

Miirii a siten, ettd x = -1 on yhtdlén ax® + (1 -a)x - 2 =0 juuri. Mikd on

silloin toinen juuri?




YLIOPPILASTUTKINTO 5.4.1965 MATEMATIIKKA PITKA OPPIMAARA

.Laske lukujen log (1+;';"), log (1 ”i"}% Yolvuuydog (1 *17

) summa Sn. Milla luvun n
arvolla on S, = 1 ? Mitd raja-arvoa erotus S, - log n ldhenee, kun n kasvaa
rajattomasti? (Briggsin logaritmit. )

MAirisd suurin niisti a:n arvoista, joilla yhtdlolld a sin®x + 2a - 1 = 0 on rat-
kaisu.

Missi tason osissa ovat ne pisteet, joiden koordinaatit x, y toteuttavat epay!

2
tilén (2x - y) € xy ? Esitd tulos graafisesti.

2 2

Mill4i a:n arvolla ympyrén x +y =-ax+3ay+a- 1 = 0 ala on mahdollisim-
man pieni? Laske tdmi ala.

Johda paittyméttomin geometrisen sarjan n:n ensimmdiisen termin summan
kaava seki sarjan suppenemisen ehto.

Tasakylkisen kolmion kanta on a ja kyljet b. Laske kyljen vastaisen mediaa-
nin (keskijanan) pituus.

Neljistd r-siteisestd ympyrdstd jokainen sivuaa kahta muuta siten, ettd sivu-
amispisteiden véliset kaaret rajoittavat ympyroiden vidliin alueen ("ympyrédnkaa-
rinelikulmion'’). Kuinka suuri tdmdin alueen ala enintddn on?

Taso jakaa pallon kahteen segmenttiin, joiden kalottien alojen suhde on 3.
Laske segmenttien kokonaispinta-alojen suhde.

Pystysuoran mainosvaloputken alapdi on h metrid katsojan silmdd korkeam-
malla ja putken pituus on 2h metrii., Laske silmin etdisyys putken maddrdd-
misti suorasta, kun putki ndkyy kulmassa, jonka tangentti on 1 /2

Kiyrd y = X< (0€ k& 1) ja suora x = a (a> 0) leikkaavat toisensa pisteessd P
sekd rajoittavat yhdessd x-akselin kanssa alueen A. M&drdd vakio k siten,

etti origosta pisteeseen P piirretty jdnne jakaa alueen A suhteessa 1:5.

Johda yhtdld niille laskeville kiyrille, joilla on seuraava ominaisuus: kdyrdn
jokaiseen pisteeseen piirretty tangentti ja ordinaatta rajoittavat x-akselin
kanssa kolmion, jonka ala on 2 pintayksikkdd. Piirri nidistd kdyristd se, joka
kulkee pisteen (2, 1) kautta.

Noppaa heitetddn viisi kertaa. Laske todennikdisyys sille, ettd yli puolet

heitoista antaa silméiluvun 5 tai 6.

Tehtdvidt 11 ja 12 vaativat tietoja tavallisen koulukurssin ulko-

puolelta




YLIOPPILASTUTKINTO 8.9.1965 MATEMATIIKKA LYHYT OPPIMAARA

A:n palkka nousi ensin 4,3 % ja mybhemmin 3,5 %. B:n palkka nousi yhdellid kertaa
8 %. Kummalla oli korotusten jdlkeen suurempi palkka ja kuinka monta % suurempi
kuin toisella, jos alkupalkat olivat yhtasuuret ?

: i S
Osoita, ettd —\—:?- \J + b < a+b, kun a ja b ovat positiivisia lukuja.

. h k gt h
Osoita, etti 'log a = log (a"), missd k = h'. ('log a merkitsee samaa kuin log, a.)

Jana AB on = a ja gen kulmakerroin on - 3/4. Piste A on positiivisella y-akselilla
ja B suoralla y = 3 X Laske janan keskipisteen koordinaatit. Piirrd kuvio, kun
a = 4.

Todista Pythagoraan lause.

Jana AB yhteisend jdnteend on sen s: amalle puolelle piirretty kaksi ympyrédnkaarta,
JOlden keskuskulmat ovat 90 . 60°. Laske kaarien rajoittaman kuvion ala, kun
AB = a. (Tarkka-arvo ja 3- d(bimadhnen likiarvo, kun a = 1.)

OA, OB ja OC ovat craan kolmisivuisen sopen sdrmid, jossa kulma AOB= 90
kulmat BOC ja COA= 60°. Laske tasojen BOC ja COA vilinen kulma.

Kolmiossa ABC on tan A = 3, tan B = 3/4 ja sivu BC = 10 cm. Laske A:sta piirre-
tyn mediaanin (keskijanan) AD pituus.
M&4ridd vakiot a ja b siten, ettd yhtdloryhmdlld ax - 4y = b, x - ay = a on didretdn
méidrd ratkaisuja x,vy.

2% 3 3 @ t i
M&4rdd funktion y = x - x ddriarvot. Milld valeilld funktio kasvaa ja milld se vihe-
nee? Piirrd kuvio.




YLIOPPILASTUTKINTO 8.9.1965 MATEMATIIKKA PITKA OPPIMAARA

. Milld a:n arvoilla q on médridttivissd siten, ettd geomeErinfnzsarja ataq+
suppenee ja sen summa on puolet geometrisen sarjana +a q + summasta ?

. A ; b . :
. Milléd eri ehdoilla on alog b=loga? (alog b merkitsee samaa kuin logab.)

. Mé4irad funktion (2x - 1)3(x +3)4

2 2 2 A £ :
. Osoita, ettd kdyrdt x2-2ay - 2a“=0ja x +2by - b = 0 leikkaavat toisensa kohtisuo-

rasti (so. leikkauspisteisiin piirretyt tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan)
kaikilla a:n ja b:n samanmerkkisilld arvoilla.

ddariarvot.

. Todista Pythagoraan lause.

. Kolmion ABC sis#in piirretty ympyrd leikkaa korkeusjanan CD pisteissd E ja F siten,
ettd CE=8 cm, EF=24 cm ja FD= 1 cm. Laske sivun AC pituus.

. Kaksi ympyréd, joiden sdteet ovat r ja 2r, leikkaa toisensa kohtisuorasti (vrt. tehtdvi
4). Niiden toisen leikkauspisteen P kautta piirretddn suora, joka leikkaa ympyrdt pis-
teissid Q ja R eri puolilla pistettd P. Osoita, ettd jana QR on suurimmillaan, kun QR
on ympyrdiden keskusjanan suuntainen.

: ; o 3 :
. Siinndllisen nelisivuisen pyramidin pohjasdrmd on a )a tilavuus a~. Laske sivutahon
ja pohjan vilinen kulma.

. OA, OB ja OC ovat erddn kol(x;nisivuisen sopen sidrmis, jossa kulma AOB= 900, kulma
BOC= 60° ja kulma COA= 45°. Laske tasojen BOC ja COA vélinen kulma.

. Paraabeliny = 4 - x2 ja x-akselin rajoittama alue pyordhtdd x-akselin ympédri. Laske
syntyneen pyorihdyskappaleen tilavuus.

. Laske mairitty integraali I = In (ax) dx (a<0). Milld vakion a arvolla on I = 0?

. Kotelossa on 3 valkoista ja 2 mustaa palloa. Sieltd otetaan samalla kertaa umpiméihkddn
kaksi palloa. Mikéd on todennikdisyys sille, ettd pallot ovat erivdrisid ?

Tehtdvit llja 12 vaativat tietoyga tavallisenkoulukurssin
ulkopuolelta

Huom! Puhtaaksikirjoitetussa kokeessa saa olla enintddn 10 tehtdvidn kisittely




