YLIOPPILASTUTKINTO 23.3.1970 MATEMATIIKKA LYHYT OPPIMKXARA

Kisiteltivd enint8in kymmenti tehtdvdid. Teht8vit 11 ja 12 vaativat tietoja
tavallisen koulukurssin ulkopuolelta.- Vain yksi tehtdvi kullekin paperille.

1. Ratkaise yht#15 (2 +2)0 -1 =0
X 5x

2. Niytid, ettd kokonaislukujen n-1, n Jja n+1 kuutioiden keskiarvo on
kokonaisluku, joka saadaan myds siten, etti niiden lukujen summaan 1li-
sditiin samojen lukujen tulo.

3, Miirii funktion (x+1)3 - (x—1)3 pienin arvo.

y, Tasékylkisen kolmion kylkii vastaan piirretyt mediaanit leikkaavat
toisensa kohtisuorasti. M#ir44i kolmion kyljen ja kannan suhde ja
kolmion huippukulma O,1O:n tarkkuudella.

5. Suorakulmaisen kolmion kaksi kirkei ovat B = (4, 0) ja C = (1, =-2)
sekd sen kateettien AC ja BC suhde 1:2. Laske pisteen A koordinaatit.

6. Suorakulmaisen kolmion pienempi4i kateettia a jatketaan janalla 2a ja
suurempaa kateettia b lyhennet#din janalla a. Miiri4 a:b siten, ettd
saadun kolmion hypotenuusa kulkee annetun kolmion hypotenuusan keski-
pisteen kautta.

7. Pistemdinen valonlihde on annetulla et8isyydelld c¢ pallon keskipis-
teesti ja valaisee kuudennen osan sen pinnasta. Laske pallon side.

8. Funktio f saa kohdassa x = 0 arvon a ja sen derivaatta f' arvon b,
Muodosta funktion y = f2 erotusosamidiri lidhtien x:n arvosta 0 ja miirdi
sen avulla t&mdn funktion derivaatta kohdassa x = 0.

9. Funktio f toteuttaa kaikilla x:n positiivisilla arvoilla epdyhtilst

il

£(x) < " ja f(x) ¢ 8x + 2

Osoita, ettd kaikilla n#illd arvoilla on f(x) < 4

10. Osoita, ettid polynomin x>+ (B—a)x2 - 2ax (a>0) nollakohdat ovat
lukujen - 3 Jja a v#dlissi.

11. Mill4 a:n arvolla paraabeli y = 2x% - x + 2 seki suorat y = 0,
X = a Jja x = a+1 rajoittavat mahdollisimman pienen alueen? Laske
tdmidn alueen pinta-ala.

12. Luokassa on 6 poikaa ja 12 tytt®8i. Luokan edustajiksi valitaan arpo-
malla kaksi oppilasta. Mik4 on todenndkdisyys sille, ettd ainakin

toinen valituista on tytts?



YLIOPPILASTUTKINTO 23.3=1970 MATEMATIIKKA PITKA OPPIMAKRA
Kdsiteltdvd enint&ddn kymmentd teht&vdd. Tehtdvdt 11 ja 12 vaativat tietoja

tavallisen koulukurssin ulkopuolelta.- Vain yksi tehtidvi kullekin paperille.

Y 4 bx3 tayttas ehdot £(1) = 4 ja

1. Mi4rd4 a ja b siten, ettd f(x) = ax
P2y = 28,

2. Mi&rdsd ne kokonaiskertoimiset kolmannen asteen polynomit, joiden nolla-

kohdat ovat 1 5 1 g 21 ja L. 2i
3 2 2
3. MA&rsi lim X =4 |
x>4 2 - Vx

4, Ratkaise jompikumpi seuraavista tehtidvistéi:
a) Ympyrid kulkee nelidn kahden k&rjen kautta ja sivuaa yht4 nelidn

sivua. Laske ympyrin siteen ja nelidn sivun suhde.

b) Vektorit 3, ja 4, toteuttavat ehdot |&,| = |&,| = a ja &,°3, = O.
Mi4risd vakiolle k sellainen arvo, ettd vektorin r o= % 31 - (1-k) 32
pituus on ka.

5. Tiedetifn, ettd f'(x) = 3—1——5 ja f£(1) = 1. Laske £"(2) ja £(2).

x—

6. Miirdi niiden pisteiden ura, jotka ovat yhtd et#d#lld x-akselista ja
ympyrésté x2 + y2 = 1. Piirrd kuvio.

7. Lukujonon a, = 15 8,5, a3, cees luvut muodostavat suppenevan

geometrisen sarjan, jonka summa on 10. Laske lukujonon

log a,, log ay, log g5 +ees log a (kantaluku = 10)

n’
sadan ensimmdisen luvun summa (tarkka arvo).

8. Tutki, mitid arvoja funktio

y = + '/2x £ 1 4 x°°

saa, kun - 1 $x <3
9. Osoita, ettd x:n arvoilla 0 < x < n/3 on tan x < 2x
10. Nelitahokkaassa ABCD on AC = BC = AD = BD = s. Miki on nelitahokkaan

suurin mahdollinen tilavuus?

11. Tarkastellaan kaikkia funktioita y
suudet: £(0) = 1; £(2) = 4, ja v&lillH 0 ¢ x < 2 on 0 £ f'(x) g2
Mi4ri4 tdmdn perusteella mahdollisimmat ahtaat rajat arvoille f£(1).
Esitd jokin mainitunlainen funktio, jolle f(1) yhtyy edelld saatuun

f(x), joilla on seuraavat ominai-

alarajaan.

12. Olkoon E Hdrellinen tulosjoukko, jossa on annettu todennidkdisyysfunktio
P, sekd A ja A ti#min joukon komplementtitapauksia. Todista oikeaksi yh-
t416 P(A) = 1 - P(A). - Mik4 on todenn&kdisyys sille, etti veikattaessa
umpimihkid4n yksi kahdentoista otteiun sarake (vaihtoehdot 1, X ja 2)
saadaan vdhint&d&n yksi ottelu oikein?



YLIOPPILASTUTKINTO 7.9.1970 MATEMATIIKKA PITKA OPPIMAARA

Kidsiteltdvi enintidin kymmenti tehtivii. Tehtivit 11 ja 12 vaativat
tietoja tavallisen koulukurssin ulkopuolelta. - Vain yksi tehtdvd
kullekin paperille.

1. Laske ympyréan x2 + y2 - 2x + 4y = 0 keskipisteen et&isyys suoras-

ta x +y =2,
2. Ratkaise yhtdld 2z + 3iz + i = 0 (z = x+iy, z = x-iy, x jay
reaalilukuja).
3. Jompikumpi seuraavista tehtdvista:
. . . 2 v 2 2w . 2 2n .
a) Sievennad lauseke sin"a + sin” (a + ?rJ + 8in“(a - ?;J yksinker-
taisimpaan muotoonsa.
b) Laske vektoreiden U = cosa i + sina j , V = cos(a + %;] i+

sin(a + %;] j ja w = cosla - %;) i+ sin(a - %?)‘3 summa.

4., Suorakulmaisen kolmipn suoran kulman puolittaja leikkaa hypotenuusan
pisteessd P. Osoita, ettd P on yhtd et&8118 hypotenuusan vastaisesta
mediaanista (keskijanasta) ja korkeusjanasta.

5. Yhdensuuntaisten sivujen a ja b suuntainen jéna jakaa puolisuunnik-
kaan kahteen yhtd suureen osaan. Laske té&mé&n janan pituus.

6. Ensimm&isessd akselikulmassa olevan pisteen (a,b) kautta piirretaan
suora, joka erottaa positiivisista koqrdinaattiakseleista janat OP
ja 0Q. M&araa summan 0P + 0Q pienin arvo.

7. Laske kayréan y2 = 2x + 1 ja suoran x - y -1 =0 rajoittaman
alueen pinta-ala. Piirrd kuvio. '

8. Laske ympyrdnsektorin sisd&npiirretyn ympyrdn sdteen ja sektorin
kaaren pituuden suhde, kun keskuskulma on 2o (< w). Mitd raja-
arvoa tama suhde lahestyy, kun kulma o ldhestyy nollaa?

9. M&3raad vakiot A ja B siten, etta
.[Vfixz + 3 dx Ax Vax“+3 + B 1n (2x + V4x2+3 ) + integroimisvakio.

10. Piirrd kdyrd y = + / |[x| sekd mdarad pisteen (1,-2) lyhin etdisyys

kdyrésta.

1. Funktio f on derivoituva ja f'(x) = % F(x) - 1 kaikilla x:n arvoilla;
edelleen on f(0) = 2 . Osoita, ettd f(x) on identtisesti 2.

12. Akselien joukkotudtannossa haikaisijan valmistusvirhe x on vadlilla
(-a,+a); virhejakautuman tiheysfunktio on = (1 - (%)2), Kuinka
monta prosenttia akseleista on sellaisia, jo?den haliaisijan virhe
on valilla (-a/2, +a/2) ?
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Y IOPPILASTUTKINTO 7.9.13970 MATEMATIIKKA LYHYT OPPIMAARA

Kdsiteltdvad enintd&dn kymmentd tehtdva@a. Tehtédvat 11 ja 12 vaativat

tietoja tavallisen koulukurssin ulkopuolelta. - Vain yksi tehté&va

kullekin paperille,.

1. M33r33 yht3ltn (1 + x)~ = 1 reaalijuuret.

2. M&38r33 sen logaritmijédrjestelmdn kantaluku, jossa 1log 4 = - 2

3. Kayrien vy = x ja vy = x2 leikkauspisteeseen (1,1) piirretdén
normaalit molemmille k&yrille. Laske normaalien ja x-akselin ra-
joittaman kolmion pinta-ala.

4. MB3ra3 luku a (# 0) siten, ettd yht&dl&parilla

. { Xy 1/2
x + ay

= 2
on vain yksi ratkaisu.,
5. Todista, ettd positiivisilla a:n ja b:n arvoilla on vab = Ya -+ /b ,
mutta Ja+b # va + /b .

6. Ympyrd, jonka sdde on r, sivuaa kulman toista kylke&d ja erottaa

toisesta kyljestd sdteen pituisen ja&nteen. Ympyrédn keskipiste aon
kulman sisdlld ja etdisyydelld 3r sen karjestd. Laske kulma 0,1%:n
tarkkuudella.

7. Kahden toistensa ulkopuolella olevan pallon s&teet ovat R ja r ja
keskipisteiden va@limatka a. Missd pallojen keskipisteiden yhdyssuo-
ralla olevissa pisteissd pallot ndyttavat yhté suurilta? Jos pallot
ovat Maa ja Kuu: R = 8,4-103 km, r = 1)7'103 km ja a =43,8-105 km,

niin kuinka kaukana ko. pisteet ovat Maan keskipisteest&?
2

8. Kuinka suuri on paraabelin y = x° - 4x +# 7 1lyhin etdisyys suoras-
ta a) y =1, b) y = x17
9, Mik& positiivinen kokonaisluku n antaa lausekkeelle n3 = 12n2 + 42n

pienimmé&n arvon?

10, Olkcot A (x = 0), B (x = 2) ja C (x = 3) x-akselin kiinteitd pistei-
t3d sekd P sen liikkuva piste (ahskissa = xJ)., Olkoon y = f(x) funktio,
joka ilmoittaa P-pisteen pisteista A, B ja C laskettujan etdisyyksien
summan, Piirrd funktion f kuvaaja ja médarda funktion pienin arvo.

11. Funktio f{x) saa arvon 2, kun x = 1, ja arvon -4, kun x = 4, ja i1i-
sdksi on f"(x) = 0 kaikilla x:n arvoilla. Laske f(3) ja f'(3).

Mill& todenndk8isyydelld kolmesta umpimé&hk&&n valitusta henkildsts

ainakin kaksi on syntynyt saména viikonpdivénav?



YLIOPPILASTUTKINTO 2R.5:1971 MATEMATIIKKA LYHYT OPPIMAXRRA

1. Miirii vakio a siten, ettd yht4ldn 22 =% % 5a + 4 = 0 Jjuuret
ovat toistensa k#4nteislukuja.
2. M1114 x:n arvoilla funktio xu + MxB on kasvava?
3. Ratkaise yht#l6pari
(2x + 1)(3y - 2) = 0, 2x + 3y + 4 = 0.
4, Laske yhdensuuntaisten suorien x - 2y =3 ja x - 2y = -1 vili-

nen etdisyys.

5. Ympyr#4n, jonka side on 5, piirretiin samalle puolelle keskipistet-

t4 yhdensuuntaiset jinteet AB = 5 -ja CD = 7. Laske pisteisiin
A ja C piirrettyjen siteiden muodostama kulma 0,1°:n tarkkuudella.
(Pisteet A ja C ovat jinteiden keskinormaalin samalla puolella.)

1

6. Olkoon 0 < a < 1/4. Todista, ettd 1 - a > ™0 28 °

7. Montako prosenttia on positiivista lukua a suurennettava, jotta sen

1

Q

.

Q
e

Briggsin logaritmi saisi lis#dyksen 0,1 ? (Tarkka arvo ja likiarvo
kahden numeron tarkkuudella.)

S8inntllisen kolmisivuisen sdrmi®n pohjasirmin ja sivusirmin summa
on s. Laske s#drmi®n suurin mahdollinen tilavuus.

MHi4r484 pienin positiivinen kokcnaisluku a, jolla yhtdldn

x2 + (a=2)x + a = 0 Jjuuret ovat reaalisia.

10.Parasbelilta y = x2/2 on valittu pisteet P = (1, 1/2) ja Q =

11.080ita, ettd kidyrdn y = x + 1 + =

(a, ag/z) (a > 1). Pisteen P kautta piirret#in paraabelin tangentti
ja x-akselin suuntainen suora. Edellirnen leikkaa suoran x = a
pisteeszsi R ja jHlkimmiinen pisteess8 S. MAHri4 suhde RQ:S3R seid
sen raja-arvo, kun a + 1.

1 tangentin ja asymptoottien ra-
Jolstaman kolmion ala ei riipu siitd, mihin k¥yr4n pisteeseen tan-
gencti on piirretty.

i?.Arpakuubiota heitetddn 10 kertaa. Miki on todenndkdisyys sille,

ettd silm#luku 6 sattuu enintdin yhden kerran? (Tarkka arvo ja Li-
kiarvo yhden numeron tarkkuudella.)

il ja 12 vaativat tietoja tavallisen koulukurssin ulkopuolelita

Huom. [Pubtaaksikirjoitetussa kekeessa saa olla enint##n 10 tehtidvin

zasittely.



YLIOPPILASTUTKINTO 22.3.1971 MATEMATIIKKA PITKX OPPIMXXRX
Kdsiteltdvl enint#8n kymment4 tehtldvdi. Tehtidvit 11 ja 12 vaativat tietoja
tavallisen koulukurssin ulkopuolelta.- Vain yksi tehtdvi kullekin paperille.

1. Mill4 x:n arvoilla funktio e X + x on kasvava?

2. Mill4 kertoimen m arvoilla suoralla y = mx + 2 ja k4yr4ll4 y = x3- 3x

+ 2 on vain yksi yhteinen piste?

3. Ympyr#t, joiden s#teet ovat 2, 3 ja 10, sivuavat toisiaan ulkopuolel-
ta. Laske sen kolmion suurin kulma, jonka k#4rkin¥4 ovat ympyrdiden
keskipisteet.

4, Tasakylkisen kolmion kanta on 2a ja korkeus a. MH#r44 korkeusjanalta
piste, jonka et¥isyyksill¥ kolmion k4rjist8 on suurin mahdollinen sum-
ma, ja laske t4m¥# summa.

2

Laske umpinaisen k#yr3n y°© = x2(1-x2)

(x > 0) rajoittaman alueen

U1

pinta-ala.

6. Jompikumpi seuraavista tehtdvisti:

a) Suorakulmaisen suuntaiss8rmidn pinta-ala on 2a2 ja samasta kérjes-
t4 l4htevien s8rmien summa 2a. Laske s¥rmidn l8vistiji.

b) Samasta pisteest4 lXhtevidt vektorit a = 2I + J + 4k, b = -T + 37
+ ¥ jac =37 +J ovat suuntaiss¥rmisn s4rmin¥. Osoita, ettY4 vekto-
rin a alku- ja loppupisteesti piirretyt s4rmidn l4vist4j4t ovat koh-
tisuorassa toisiaan vastaan.

7. M443r#4 se piste, jossa ellipsin x2/a° 4 y2/b2 = 1 pisteeseen (xo,yo)
(yo > 0) piirretty normaali leikkaa x-akselin. Mit4 pistetti timi
piste lihestyy, kun (xo,yo) l4hestyy pistettd (a,0) ?

8. Funktio t on mi¥ritelty kaikilla reaaliarvoilla, ja yht#18 r(a+b) =

f(a)f(b) toteutuu kaikilla arvopareilla a,b. Lis8ksi on f(1) = 3.

MEHrHd (4).

Osoits, ettd kHyrd x“+ y2 = 1 on ympyrén x2+ y2 = 3/2 sisflla.

1u. Luxu a on yht41dn x”+ x3+ x2+ X + 1 = 0 juuri. Osoita, et+d myds a

on sen juuri,

\c
.

2

l1l. Osoita, ett®si kiyr¥dn x = e2tcos t ,y = eztsin t mik¥44n normaali

kulje origon kautta.

12. Yht41l¥n x2+ px + q = 0 kertoimiksi p ja q valitaan umpim#hk#%n ja

toisistaan riippumatta reaaliluvut v#leilt¥ |p| < 2, |q| £ 2. Mik4
on todenniktisyys sille, ettl8 yht#ldn juuret ovat reaaliset?



STUDENTEXAMEN 7.9.1971 MATEMATIK, KORTARE KURSEN

Endast tio uppgifter fAr behandlas. Uppgifterna 11 och 12 fordrar kuns-
kaper utdver den egentliga skolkursen. - Endast en 1l8Ysning per papper.

1. L&s ekvationssystemet
X :y=1:2, X + 2y = 4,

2. Visa att det st8rre av talen a och b &r = %(a+b) + 1

2

la=b|.

3. Antag a > b > 0. Visa att ad - b’ > (a-b)B.

4, Definiera trianglars likformighet och bevisa satsen: Om triangeln
A1 4r likformig med triangeln Aé i skalan h och triangeln A, &r
likformig med triangeln A3 i skalan k, s&@ #4r triangeln b4 likfor-
mig med triangeln A3 i skalan hk.

5. Punkterna A = (2, -3) och B = (4, 5) avgrinsar en bége pd kurvan
y= x2 - 2x - 3. Best4m den punkt pd bdgen, i vilken kurvans tan=
gent &r parallell med sekanten AB. Vilken 4r tangentens ekvation?

6. I kvadraten ABCD 4r sidans l4ngd a. P& sidorna AB och AD tages
punkterna E och F s8 att AE = b och AP = ¢ (b < a, ¢ < a). Bestim
arean av den kvadrat i vilken en vinkel sammanfaller med den
ursprungliga kvadratens vinkel C och det motsatta h¥rnet ligger
pd strickan EF.

7. Kurverna y = x2 - x och y = =-2x

3, 3x2 - x mdts i tvd punkter.
Huru stora vinklar bildar kurvorna (dvs. deras tangenter) med
varandra i dessa punkter?

8. Funktionen f definieras p& f¥ljande s#tt: f(x) = x + 2 d& x < 03
£(x) = x> - 2x% + 2 d& x > 0. Best¥#m funktionens stdrsta och
minsta vlrde i intervallet -2 ¢ x ¢ 2.

9. Best¥m volymen av det st¥rsta r#ta prismat med kvadratisk bas som
kan inskrivas i en r3t cirkelkon med hdjden h och basradien r.

10, Visa att om x > 3 s& 4r

x(x=4) + 4log{x(x+1l)} > 1 (logaritmsystemets bas = 10),

11. Best#m arean av omrddet mellan kurvorna y = |x-2| och
y = x2 - 4x + 2.

12. Variablerna x, y, z antar fd8ljande &tta virdesystem:

X: 1 2 3 Yy I 5 6 T

y: 1 1 2 4 o 7 3 1

z: 1 3 5 6 T 8 9 9
S4¥tt ut punkterna (x, y), (¥, 2) och (z, x) i motsvarande koordi-
natsystem och beddm av figurerna vilka tvd variabler som har den
st8rsta inbd8rdes korrelationen. Ber#kna den motsvarande korrela-
tionskoefficienten.



YLIOPPILASTUTKINTO 7.9.1971 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMXARA

K4siteltdvi enintdin kymmentid tehtividid. Tehtidvit 11 ja 12 vaativat
tietoja tavallisen koulukurssin ulkopuo¢lelta. = Vain yksi teht#ivi

kullekin paperille.

10,

D

Ratkaise yhtdldpari x+y = 3, % + % = % .
Laske suorien y = - % X + 2,y = 2x-3 jay = -3x + 12 rajoittaman
kolmion pinta-ala.

Olkoot A, B ja C kolmion kulmat. Osoita, ett4 sin(A+B) + sin(B+C)
+ 8in(C+A) = sin A + sin B + sin C.

Jompikumpl seuraavista tehtdvisti:

a) R-siteisen pallon sis#in on piirretty suora s&rmid8, jonka
pohja on tasasivuinen kolmio. Laske s#drmidn tilavuus, kun pohja-
sdrm¥ on RV2. .

b) Samasta pisteestd lihtevdt vektorit a = I + /2 7 + Kk,

b=-1+ /2737 +%kjac-= %(2/? J - k) ovat tetraedrin sidrmini.
Oscita, ettd tetraedri on s#inndilinen.

Osoita, ettd funktio f(x) = cosa - cos(2x + a) (a vakio) saa
kuvaajansa kaikissa kdidnnepisteissid saman arvon.

Yht#1% 3x - 5 = | y -~ 1 | mi#rittelee kaksi jatkuvaa funktiota

y = f(x) jay = g(x), joiden kuvaajilla on yhteinen piste. Piirri
funktioiden kuvaajat ja laske se kulma, jonka ne muodostavat
mainitussa pisteessy.

0Olkoon n pesitiivinen kokonaisluku. Todista, ettd

1 < 1 ill i
T martagot o tam s

laske k8Hyr&n y =% ja suoran x + ey + 1 + e = 0 rajoittaman alueen
pinta-ala (e Neperin luku).

m/2
Osoita, ettd funktio f(t) = J (3t + 2 sin x)2dx on toisen asteen

polynomi, joka on kaikilla t:g arvoilla positiivinen.

Yhtdlbiden x2+ pyX + 4y = 0 ja x2+ PyX + g, = 0 kertoimet ovot
reaaliset ja nollasta ercavat seki toteuttavat yhtildn
PP, = 2(q1 + q2). Osoita, etti ainakin toisen yht#1dn juurev

ovat reaaliset.
.

Laske integraali [ x(1-x)Pax (p>0).
8]

. Lukujoukon {xl,xg,.a.,xr} aritmeettinen keskiarvo on X ja keski-

1

N . w2 1,.2 2 ' 2
hajonta s. Osoita, ettd s8° = =(xI + X5 b oeeo t xn) -

"



Kisiteltdvi enintidin kymmentd tehtidviiii. Tehtdvit 11 ja 12 vaativat tie

o
tavallisen koulukurssin ulkopuolelta. Vain yksi teht&dvi kullekin paperille

1@

110
12.

e ® on Guee 66 & v ols o 4 RADREDR t i 48 A & W W ek AN SSELPY

Ji2

Laske lausekkeen 1log 2 + log 0,5 tarkka arvo.

Kaksi r-s8teistl ympyrdi kulkee'ioistensa keskipisteiden kautta. MB&rii
ympyrdiden yhteisen jinteen pituus.

Ensimmiisen asteen polynomi P(x) Sga arvon -1, kun x = 0, ja arvon 3,
kun z = 1. Minkd arvon se saa; kun = -1 9 -

Kuinka suuren terivin kulman suora 3x - 2y - 6 = 0 mnmuodostaa pistei-

‘den (-1,-2) ja (3,1) yhdistysjanan kanssa? (0,1o tarkkuus.)

Tutki kiyttimitts taulukkoja, kumpi luvuista V30 ja Y7165 on suurempi.
Kolmion ABC sivuilta valitaan pisteet D, E ja F siten, ettd D puolittaa
sivun BC, EF jakaa sivun AC suhteessa 1:2 ja F sivun AB samassa suhtees-

sa. MHHrid kolmioiden DEF ja ABC alojen suhde.

11

Osoita, etti yhtilsn z° - 2ax + b = 0 (b # 0) juurien kiinbeisluvus

Ol

. 3

Méidrid sellaiset vakion a arvot, ettd funktiolia

3

ORI S 3am2 + 3(a + 1)x + 1

toteuttavat yhtidldén bx2 - 2axz + 1

ei ole &#iriarvoja.

. . beq e 2 . - : : .
Osoita, ettd yhtdlid 2y - 2ax + a = 0 esittédi kaikkia paraabelin
e n a T

2 . . ;
2y = & tangentteja, kun veékio a vaihtelce saade

MAAr4d4d vakiot a ja b siten, ettd epidyhtidls ==- > 1 toteutuu, jos
ja vain jos -1 < zx < 2.

Laslke kiyrin y(y - 3) = 2x ja y-akselin rajoittaman alueen pinta-ala.
Lukujoukossa on 20 lukua = a, k lukua = «-2 ja loput % lukua = a+2.

Kuinka suuri luvun k tulee vihintdin olla, jotta lukujoukon keskiha-

Jonta olisi > 1 ?



YLIOPPILASTUTKINTO 24.3.1972 MATEMATITKKA PITEX OPPIMAARA

Kidsiteltidvi enintiin kymment#d tehtiiviid. Tehtivit 11 ja 12 vaativat tietnia

tavallisen koulukurssin ulkopuolelta. Vain yksi tehtivid kullekin paperille.

1. Laske yhtﬁlbﬁ x2 + 2p2x - pu = 0 Jjuurien erotuksen itseisarvo.
2. Ratkaise yhtédldpari 2x + y = 1, (2z + y)(:c2 - y2)
3, Jompikumpi seuraavista teﬁté istd:
a) Olkoon AB se ympyrin x2 + J2 8x - 4y + 15 = 0 halkaisija, jonka

kautta., Middr#i pisteiden 4 ja B koordinaatit.
3 + ]
sumra ja erotus ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
yly - 3) = 2z

jatke kulkee origon
b)

ss e

Mi48r84 reaaliluku r» siten, ettd vektorien

(o)}
1]

a = Ja

+ rJ

(X}

jJa y-akselin rajoittaman alueen pinta-ala,

bxr + U

o =g =2
Mikd t&md raja-arvo on?

Laske k#yrin

2
azx

rii vakio a siten, ettid funktiolla

oo
w

5. M on {drellinen

raja-arvo, kun z =~ 2,

0l¥oon K1 kappale, joka syntyy kolmion ABC pydridhtiessi suurimman si-

vunsa AB ympiri, ja K, kappale, joka syntyy saman kolmion pyérintidcssi
(4

kdrjen C kautta sivun 48 suuntaiselksi piirretyn suoran ympiri. Osoita,

ettd kappaleiden K, ja K2 tilavuuksien suhde ei riipu kelmion muodosta.
suhde? :

Midrid a (tarkka arvo) siten, ettd sucrien

Kuinka suuri on tédmi

ar -y -5 =0 ja

# - 2y + 4 = 0 vilinen kulma on 60°
. . . 1 el 3
8. Geometrisen sarjan ensimmiinen termi on 1 ja toinen ——— ., Milli

17 - &

x:n arvoilla sarja suppenee? Olkoon z > 3; kuinka suuri virhe (it-

seisarvoltaan) tdlldin enintidin tehdiin, jos sarjan summan S sijasta

kdvtetlin sen viiden ensimmdisen termin summaa S ?
g, On tehtivd cuorakulmion muotoinen aitaus, jonka Jhtené sivuna tai sivun

osana on 10 metrin pituinen valmis suora seini ¢al osa siitd ja jonka

muun osan tekemiseen on kiytettivissid 26 metrii aitaa. Kuinka suuri
aitauksen ala enintiidn voi olla? .
10. Osoita, etti vHlilld -1 £ 2 ¢ 1 on
x“ - 6x2 + Gz + 20 > 19¢2%

11, Osolta, ettd zuoran x + y = 0 Jjokainen pilste cn uL,FO"PAt1?"11yan1V‘
y' - y = » Jonkin integraaliliyrin minimipiste,

12. Epri#ls leatikko vol siti heitetbiessi jhldi kolmeen erilaiseen asentecn,
joiden todenn#itiisyydet ovat 0,6, 0,3 Jja 0,1. Mik# on todennikdi-
5yys sille, o4tid lsatikloa kolmesti heitettifessi ainakin yksi niisté
tap auksista J‘ C"Si.’.}".':..,‘f’u iLEH T




YLIOPPILASTUTKINTO 22.9.1972 MATEMATIIKKA LYHYT OPPIMAARA

Kdsiteltdvd enintdidn kymmentd tehtdviid. Tehtdvdt 11 ja 12 vaativat

tietoja tavallisen koulukurssin ulkopuolelta. - Vain yksi tehtdvi
kullekin paperille.

l.

2.

10.

L.

12.

Ratkaise yhtdls (2x + 1)2 = 1.

M&i4rid origon etdisyys ympyrén x2 + y2 - lx -2y + 4 =0
keskipisteestd. Piirrd kuvio.

Suorakulmion sivujen keskipisteet ovat suunnikkaan k&rkind, ja t&dmén
suunnikkaan sivujen keskipisteet ovat toisen suorakulmion k&rkini.
M&4rdsd suorakulmioiden alojen suhde.

Origosta ldhtevilld xy-tason janoilla, joiden pituudet ovat 1 ja 2,
on x-akselilla sama projektio, jonka pituus on 1/2. Mi&r&i janojen
vdlinen kulma O,lO:n tarkkuudella.
Ratkaise yhtils 2:x++11 . X ; 1,5
jollakin a:n arvolla identtinen?

(a vakio ja # -1). Onko yht&ls

Suora 3x - Uy = O leikkaa kiyrdn y = - %X2 ¥ 2x kahdessa pisteessé.
Osoita, ettd ndihin pisteisiin kdyrédlle piirretyt tangentit ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Olkoon f(x) =1-k %X (k>0 ja # 1). Osoita, ettd lausekkeen
2f (1) - f(2)
(£(1))2

Miiriid a siten, ettid kdyrdn y = x> + ax® + 1 pisteeseen (-1,a)

arvo on kantaluvusta k riippumaton.

piirretty tangentti kulkee origon kautta. M&drdid saatua a:n arvoa
vastaavan kdyridn maksimi- ja minimipisteet. Piirri kuvio.
Yht&16n x2 + px + @ = O toinen juuri pysyy muuttumattomana ja toinen
tulee kaksinkertaiseksi, kun kertoimiin p ja q lis&td&n 1. M&&rds
p ja q.
Ympyrdin on piirretty kaksi yhtdsuurta jdnnettd AB ja CD, jotka
ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Jdnne AB jakaa CD:n kahteen
osaan a ja b (a # b). Laske ympyrdn ala. _
M&i4ri4 toisen asteen polynomi P, jolla on seuraavat ominaisuudet:
P(0) = P'(1) = 1 ja 41

[ P(x)ax = O

-1
Lottopelissi arvotaan lukujoukosta {1, 2,..., 40} kuusi eri
lukua. Mik4 on todenndkdisyys sille, etti kahdessa arvonnassa
luku 1 saadaan kumpaankin arvottuun lukujoukkoon?



YLIOPPILASTUTKINTO 22.9.1972 MATEMATIIKKA PITKA OPPIMAARA

Kisiteltdvi enintdin kymmentd tehtdvidi. Tehtdvidt 11 ja 12 vaativat

tietoja tavallisen koulukurssin ulkopuolelta. - Vain yksi teht&vi :

kullekin paperille. “
1. Missi pisteessd suoran 2y - x + 2 = O suuntainen k&yrén
y = x2 tangentti leikkaa y-akselin?

. . =1 - 1n x ; : - 1n x
2. Osoita, ettd =l on erds funktion f(x) =55

X ’

integraalifunktio (eli kantafunktio), kun x > O. Mitk# ovat muut
funktion f integraalifunktiot?

3. Suorakulmaisen kolmion ABC kateetti BC halkaisijana piirretty
ympyr4 leikkaa hypotenuusan AB pisteessi D siten, ettid BD:DA = 5.

Laske kulma A (0,1°%:n tarkkuus). :

4, Ratkaise yht#1d _sin 2x - = 2

. 2
8in“x + cos 2x

5. Ratkaise yht#l8 x|x| = 2x - 1.

6. Suoran y = x + 3 Jja kdyrdn y = 3 - x2 rajoittama d4rellinen
alue pyodrdhtidi x-akselin ymp&ri. Laske syntyneen pydrihdyskappaleen
tilavuus. ° 5

7. Hyperbelin §§ - %5 = 1 pisteeseen P = (xo, yo), Yo Z 0, asetetaan
normaali. Missi suhteessa P jakaa koordinaattiakselien v&liin

j48vin normaalin osan?

8. Jompikumpi seuraavista teht&dvisti:
a) Sd4nndllisen kolmisivuisen pyramidin korkeus = pohjakolmion
sivu (=a). Kuinka suuri eninti4n on pyramidin sis#&n mahtuvan
pallon sé&de? ‘

b) Toisiaan vastaan kohtisuorat vektorit GA, OB ja OC ovat
kolmisivuisen pyramidin OABC sivusdrmind. Osoita, ettid O:sta
pohjakolmiota ABC vastaan piirretyn korkeusjanan 0D kantapiste D
on kolmion ABC korkeusjanojen leikkauspiste.

9. Oletetaan, ettd funktio f kaikilla muuttujan x reaaliarvoilla
tdyttss ehdon [f(x)] : I%‘ . Olkoon a_ reaaliluku. Merkit#in
n—l)’ n=1, 2, 3, ... . Todista,
ettd lukujonolla ags 815 85,000, a,.

a; = f(ao) ja yleisesti a, = f{a
.. on ddrellinen raja-arvo.
10. MHHriid yhtdldn xu + 2x3 - 3 = 0 reaalijuuret.

11. Etsi differentiaaliyhtdlén y" - Uy' + Uy = Ux yleinen ratkaisu
sekd se yksityisratkaisu, joka arvolla x = O saa arvon y = 0 ja
arvolla x = 1 arvon y = 2.

12. Kuusinumeroinen puhelinnumero alkaa U4:114 ja muut numerot ovat
médriybyneet sattumanvaraiseti. Milld todenndkdisyydellid luvussa

esiintyy ainakin kerran peridklidin numerot 1 ja 3 téssd jirjestylk-
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YLIOPPILASTUTKINTO 2.4.1973 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARA

Kédsiteltdvd enintidn kymmenti tehtivid., Tehtdvit 11 ja 12 vaativat tietoja tavallisen .
koulukurssin ulkopuolelta. - Vain yksi tehtivad kullekin paperille.

1. Ratkaise yhtdls (2x + 3)° = 4x°.

2. Maidrita vakio a siten, ettd yhtaldgarilla
2x - 5y + 5 = 0, 2x -~y +a=090
on ratkaisu, joka tadyttda ehdon x = y.

3, Ratkaise epiyhtils (x - 2)2< 1 .

4. Mifirit4 vakio a siten, etti paraabelin y = x° + ax + 2

huippu on paraabelilla y = x~. Piirra kuvio.
5

5. Madritd polynomin P(x) = 3x - x° suurin ja pienin arvo

valilla o0 S x € 2.

6. Piirrd kdyrda y =+ \/ (1 - x)2 +1+x.

To Jompikumpl seuraavista tehtavista:

a) Ympyrin sdde on 5, ja plsteen A etdisyys ympyran keski-
plsteesta on 8. Pisteen A kautta kulkeva suora leikkaa ympyrzn
kehin plsteissa B ja C siten, etta AB:BC = 1:2. Laske kaaren
BC asteluku 0,1o :n tarkkuudella.

b) Olkoon O kolmion ABC sisdllsd oleva piste sekda P, Q ja R
sivujen BC, CA Jja AB keskipisteet. Osoita, ettad vektorisummat
OA + OB + OC Jja 0P + 0q + OR
. ovat yhtasuuret.,
8. Kuinka suuri lisdys x:lle on arvosta 1/2 ldhtien annetta-
jotta funktion 1/x lisdyksen itseisarvo olisi puolet x:1lle
annetusta lisdyksestd?
L 9. Suorakulmaisen kolmion ABC kateetin BC (- a) keskipiste
. ?t'olkoon D. Piste E jakaa hypotenuussn: AB szten, etté AE EB = 1 Ba

Lausu jana ED kateettien a ja b avulla.

10. Osoita, etta lauseke 16T - 2.87 + 4r on kaikilla r:n

reaaliarvoilla = O. Onko lauseke = O jollakin r:n arvolla?

11, Funktio f mHZritell@in seuraavast*'

| x2 + 2, un x S = 1],

£(x) = {—%x2+a, 2 x>1.

Miirit4 vakio a siten, ettid f on jatkuva kaikilla x:n reaaliar-
voilla, sekid laske niin miirityn funktion kuvaajan ja koordinaatti-
akselien rajoittaman alueen pinta-ala.

12, Rahzz heitetdan 10 kertusa,. Xikd on todenndkdisyys sille,
ettd kyuunu esiintyy enintida 8 kertaa? Terkka arvo ja likiarvo

B | L Roarr X oo e . -y b A e '|'\.
laskuaviivaicen antarallia tarrkiusdsila,



YLIOPPILASTUTKINTO 2.4.1973 MATEMATIIKKA, PITKK OPPIMAXRA

K?siteltévﬁ enint44n kymmentd tehtidvidi. Tehtdvit 11 ja 12 vaativat
tietoja tavallisen koulukurssin ulkopuolelta. - Vain yksi teht&vi
kullekin paperille.
1. M##ritd vakiot a ja b siten, ettd funktio f(x) = a sin x + b téyttdd ehdot
£(o) =1, £'(0) = 2.
2. Millé vakion a arvoilla yhtaldlla $'+ ;%I ;%I = 0 ei ole reaalijuuria?
3. Ratkaise epiyhtdld 1n(2-x) + 1 < O, )
., Jompikumpi seuraavista tehtdvista:
a) Tasekylkisen kolmion kannan suuntainen suora puolittaa sekd kolmion alan -
ettd sen piirin., Laske kolmion kyljen ja kannan suhde.
b) Paikkavektorit ;i = (a+ cos ¢)i + sin ¢ j ja ;é = (a - sin ¢)i + cos ¢ J
(0 < ¢ < %-ja |a] < 1) ovat kolmion sivuina. Laske kolmannen sivun pituus.
5. Jompikumpil seuraavista tehtdvistd:
a) Olkoot x ja y reaalilukuja. Merkinndlld xoy tarkoitetaan tdssd tehtdvids-
sd leuseketta 2x+y+l. Osoita: On olemassa reaaliluku a siten, ettd aoy =y
kaikilla reaaliluvuilla y.
b) Ympyrinsektorin sdde on 1 ja keskuskulma 60°. Madritd se keskuskulman

puolittajasiteen piste, joka on kauimpana sektorin piiristé&. Perustelu.

g X _. . o e e ‘
6. Olkoon (xo,yo) kéyrén y = e” piste. Osoita, ettd pisteiden (xo+yo, exo+y0)
. X o= .o s = . e e . .
ja (xo—yo,e ° yo) valimatka on yhtad suuri kuin niZiden pisteiden or-
dinaattojen summa.

el N +1 . . . —
T. Kéyrén y = EEL ja suorieny = 0, x =1 jax =a (a > 1) rajoittama alue
X
pydrihtid x-akselin ympdri., Osoita, etté syntyneen pydridhdyskappaleen tila-
vuus on a:sta riippumattoman &irellisen rajan alapuolella.
8. Mairitd funktion e “sin x (x = 0) &Ariarvot. Osoita, ettd funktion perdk-

kéiset meksimiarvot nuodostavat geometrisen jonon (geometrisen sarjan).

9. Laske kdyrien x%+ y2 =1 jay = |x-a] (|a] < 1) leikkauspisteiden yhdis-
tysjanan pituus.

10, Jana a liikkuu siten, ettd sen toinen pdéZtepiste on positiivisella y-akse-
1lilla ja toinen puolisuoralla 2y = x (x 2 0). Mairitid janen keskipisteen
ordinaatan suurin arvo,

sl | 2 e % Yy . i . 5
11. Miadritad differentiaaliyhtalon §§-= = 7%- Yleinen ratkaisu. Osoita, etta

integraalikéyrilld on seuraava ominaisuus: K&yrin pisteeseen P = (xo,yo),
X ja ¥y # 0, asetettu tangentti erottaa positiivisista kocrdinaattiskse-
leista janst, joiden summa pysyy muuttumattomana P:n liikkuessa Sa-
maa integraalikiyrad pitkin.

12. Eriién jatkuvan satunnaismuuttujan'tulosjoukko on {x | O Sx s 2} Jja jakau-

. . C . e o .
tuman tiheysfunktio f(x) = ;§====3=rz Laske vakio C ja jekautuman keskiar-
- x

vo (odotusarvo).




YLICPPILASTUTKINTG 26.9419%793 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARE

Ké&siteltdvd enintiddn kymmentd tehtdvidd, Tehtdvit 11 ja 12 vaativat tieto-
ja tavallisen koulukurssin ulkopuolelta. = Vain yksi tehtdvd kullexkin
paperiile.

1. Lacke lausekkeen 1 + 8—1/3 + 8_2/3 arvo.

2. Mddritd vakio a siten, ettd polynomi x2 + 2ax + a tulee jaolliseksi
‘binomilla =z -1 .
3. Olkoon D suorakulmaisen kolmion ABC hypotenuusan AB keskipiste. Missd

suhteessa AD halkaisijana piirretty ympyrd jakaa kateetin AC ?

4. Ratkaise yht&ld |2z + 1] = 2 .
5. MiHritd ne suoran =z = 3 isteet, joista pisteiden (1, -1) ja (5, 2)

vhdistysjana nékyy suorassa kulmassa.

6. Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:
a) Ympyrdn sisd&n piirretyn tasakylkisen kolmion kanta on a ja kor-
keus h. Laske ympyr&n side.
b) Taso peilataan xz-akselin suhtecn, ja sen j&lkeen suoritetaan
90°:n kierto origo keskuksena. Miki tulee olemaan pisteen (1, -2)
kuvapiste?

7. Md&ritd vakiot a, b ja e siten, ettd lauseke
arx(z = 1) + bx(x + 1) + e(x - 1)(z + 1)

saa arvoilia x = -1, x = 0 ja x = 1 arvon 1. Sievennd lauseke, kun
vakioilla on saadut arvot.

8. Kolmion yhtend ké&rkend on origo ja sen vastaisena sivuna kdyrdlle
. .
y = 6 - = piirretty x-akselin suuntainen, sen yldpuolella oleva
2
jédnne. Kuinka suuri kolmion ala enintdén voi olla?

9. Mddritd funktion ( I x) xu ddriarvot. Piirrd funktion kuvaaja.
M

10. Mill4 vakion a arvoilla yht&8181114 2% + 3az - 1 = 0 ja
x2 + 2ax -~ 2 = 0 on yhteinen juuri? M&drit& témd& juuri.
11. Médritd a.
lim —— fuz + 1)dz.
a+1 @ = /

12. Lukujoukosta {1, 2, ..., 15} otetaan umpimihkddn kaksi lukua. Mddri-
td todennik&isyys sille, ettd toinen niisté on pienempi ja toinen

suurempi kuin 10.



YLIOPPILASTUTKINTO 26.9.19723 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAERA

Kdsiteltdvd enintdidn kymment& tehtdvd#. Tehtdvidt 11 ja 12 vaativat

tietoja tavallisen koulukurssin ulkopuolelta. - Vain yksi tehtdvé

kullekin paperille.

1.

10'

11 .

12.

Osoita, ettd jos kaksi positiivilukua kumpikin jaetaan niiden keski-
verrolla, niin saadut luvut ovat toistensa kddnteislukuja.

Ympyrdn sisddn piirretyn tasakylkisen kolmicon kanta on a ja korkeus
h. Laske ympyrdn sdde. 2
Md&dritd funktion 1n (1+zx) - =z + %r suurin arvo vdlilld 0 <z < 1.
Tehtaassa ryhdytddn valmistamaan kannetonta litran vetoista suora-
kulmaisen sdrmidn muotoista peltiastiaa, jonka pohja on nelié&. Kuin-
ka suureksi on valittava astian korkeuden ja pohjasé&rmidn suhde, jotta
peltid kuluisi mahdollisimman vdhdn?

Origosta suoralle L piirretyn normaalin pituus on p (> 0), ja nor-
maali muodostaa positiivisen x-akselin kanssa kulman a (0<a <w/2).
Mik& on suoran L yht&18?

Jompikumpi seuraavista tehtdvisté&:

a) Sdidnnbllisen kolmisivuisen pyramidin sivus&rmidt (= a) ovat koh-
tisuorassa toisiaan vastaan. Laske pyramidin korkeus.

b) Pisteestd P ldhtevdt vektorit 3, % ja ¢ ovat kolmisivuisen pyra-
midin sivusdrmind. Mddritd P:std pohjakolmion painopisteeseen piir-
retty vektori.

Mddritd ne xzy-tason pisteet, joissa on voimassa epdyhtdld

x2 < by(x - y). Esitd tulos graafisesti.

Olkoot z ja a reaalilukuja ja |z - a| < 1. Todista, ettd

Ix + 2a| <1 + 3|a|.

Funktiosta f oletetaan, ettd f"(x) = e¥ + e © Jja f£'(0) = 3/2.
Milld z:n arvoilla f on kasvava?

Olkoon f annettu funktio, f"(xo) > 0. Mddritellddn funktio g seu-
raavasti: g(x) = f(x) - f'(z )(z - x ). Osoita, ettd g(x) :n
itseisarvolla on ddriarvo pisteessd z s ja tutki ddriarvon laatua.
Mddritd se differentiaalivhtdlén zy' + (x + 2)y = 0 ratkaisu,

joka arvolla x = 1 saa arvon y = 2. Onko yhtdl®lld ratkaisu, joka
arvolla x = 0 saa arvon y = 1 ?

Piste liikkuu neliéruudukossa askeleittain ruudusta toiseen, suo-
raan tai vinottain, niin ettd kaikki kahdeksan ldhiruutua ovat yhté&
todenndkéisid. Milld todennékdisyydelld piste on keclmen askeleen
jélkeen jdlleen liZhtdruudussa? (Léht8ruutu on valittu siten, ettd

piste ei liikkuessaan voi joutua reunaruutuun.)




YLIOPPILASTUTKINTO 1.4.1974 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARA

1'

10.

Ratkaise yhtdl8pari —+~ +y = 1, L -y = 2.
X £

n
w
8
+
N

Ratkaise yhtdld (3x + 2)(2x - 3)

Ratkaise epdyhtdld 2x < xz.

Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:

a) Mikéd on sen logaritmijdrjestelmdn kantaluku (kanta), jossa

log 18 = log 9 + 1 ?

b) Erddssd havaintojoukossa esiintyi luku -1 viisi kertaa, luku O
neljd kertaa, luku 1 kaksi kertaa ja luku 3 yhden kerran. Laske ja-
kautuman keskihajonta.

Yhtd1l6n x2 + bx + ¢ = 0 toinen juuri on 1. M&&ritd vakiot b ja e

siten, ettd juurien keskiarvo on 5/2.

Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:

a) Laske sen ympyrdn sdde, jonka keskipiste on suoralla

x -y + 2 =0 Jja joka sivuaa suoraa 2x -y - 10 = 0 pisteessd
(6, 2)-

b) Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat suora

x +y - 2 =0 Jja paraabeli y = xz.

Suorakulmaisen kolmion terdvd kulma on a. Sen vastainen kateetti
halkaisijana piirretddn ympyrd. Missd suhteessa tdm&n kehd jakaa

kolmion hypotenuusan? Mikd on tulos erikoistapauksessa a = 30° 2

Milld x:n arvoilla funktio 1lg (x - xz) on mddritelty? Mikd on

funktion suurin arvo?

Jompikumpi seuraavista tehtdvista:

a) Olkoot A ja B suoria ympyrdpohjaisia kartioita. A:n korkeus on
h ja pohjan sdde r. Kartio B on asetettu A:n sisddn siten, ettd B:n
kdrki on A:n pohjaympyr&n keskipisteessd ja B:n pohjaympyr&dn kehd
on A:n vaipalla. Kuinka suuri voi B:n tilavuus enintddn olla?

b) Funktio f mddritellddn seuraavasti:

x + 2, kun = < 0,
flx) = 2 -
2L = & , kun =x > 0.
Mik4 on funktion suurin arvo vdlillid |z| S 2R
Olkoot a ja b positiivisia lukuja sekd a > b2 ja b > a2 :

Osoita, ettd a <1 Jja b < 1.



YLIOPPILASTUTKINTO 1.4.1974 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAARX

1.

Suora L on suoran 3x + 4y = 5 suuntainen ja kulkee pisteen (3, -2)
kautta. Missd pisteessd L leikkaa x-akselin?

Yhtd18114 xs - 3x2 - 6x + 8 = 0 on juuri -2. Mitkd ovat muut juuret?

Mddritd lausekkeen -2x3 + 3x2 + 12z + 5 suurin ja pienin arvo vé-

1i118 -2 < = ¢ O.
2 =

Mddritd yhtdldn 5 cos 0

(radiaaneissa).

=0 kaikki juuret absoluuttimitassa

AB = 2r on ympyrdn halkaisija ja AC sen jdnne. Kuinka suuri jédnteen
AC keskipisteen kohtisuora etdisyys halkaisijasta AB voi enintddn

olla?

Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:

a) Kahden toisiaan vastaan kohtisuoran tason muodostamassa kourussa
on kaksi palloa A ja B. Pallon A sdde on r. Kuinka suuri on B:n sédde,
jos se voi vierid kourussa A:n ohi t&dtd koskettamatta?

b) Samasta pisteestd ldhtevdt vektorit Z, 2 ja ¢ toteuttavat yhtd-
186n 2a - 36 + o = 0. Osoita, ettd vektorien loppupisteet ovat sa-

malla suoralla.

Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:

a) Missd xy-tason pisteissd luku 2z + 3_1 on reaalinen? (z = = + 7Zy)
b) Olkoot p ja q mielivaltaisesti valitut positiiviset kokonaisluvut.
Milld todenndk8isyydelld luvut 2p + q¢q Jja p + 2q ovat kolmella
jaollisia?

Mddritd sellainen lukupari (z, y), ettd lauseke x2 + y2 - 2x saa

pienimmén mahdollisen arvonsa.

Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:

a) Suora L kulkee puolisuunnikkaan ldvistdjien leikkauspisteen kaut-
ta ja on yhdensuuntaisten sivujen a ja b suuntainen. Laske L:std
puolisuunnikkaan sisddn jddvdn janan pituus.

b) Olkoon y(x) se differentiaaliyhtdldn y' = uxyz ratkaisu, joka

tdyttdd ehdon y(1) = -1/u4. Laske
1

fy(x) dx .

=1

10. Funktiosta f oletetaan, ettd f'(z) = |z - 2| ja £(3) = 1. Laske

3

f f(x) dx .

0



YLIOPPILASTUTKINTO 27.9.1874 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAXARA

1.

10.

Lausu x/y mahdollisimman yksinkertaisena murtolukuna, kun

x:_z_-.g.ja :i-é
3 2 3 24

Mink4 luvun logaritmi on -3 siind j&drjestelmdssd, jonka kantaluku

(kanta) on 2 ? Tarkka arvo.

Kuinka monta juurta on yhtdldlld |z - 2| + 1 = 0 ?

Suora y = kx leikkaa paraabelit y = p:c2 ja y = qx2 (p > 0,
q > 0). Mddritd paraabelien tdstd suorasta erottamien jdnteiden
pituuksien suhde. Tarkista tulos piirtdmdlld kuvio, kun p = 1,
q = 1/2 ja k saa arvot 1/2 ja 1.

Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:

a) Laske pisteen (5, 4) lyhin etdisyys ympyrdstd

z2 + y2 - 6x + 4y + 4 = 0.

Tarkka arvo ja kaksinumeroinen likiarvo.

b) Mill¥ z:n arvoilla on funktio f: f(z) = + Yz - 1 mdlritelty?

Milld vdlilld on olemassa kddnteisfunktio f-1 ? Laske f-1(2).

Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:

a) Ympyrd, jonka keskipiste on tasasivuisen kolmion yhdelld sivulla,
sivuaa kolmion muita sivuja. Laske ympyrdn alan suhde kolmion alaan.

b) Laske sen alueen ala, jota rajoittavat paraabeli y = 22 - 2z - 3

ja x-akseli.

Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:

a) Pisteen (8, -1) kautta asetetaan normaali suoralle

Sz - 2y + 16 = 0. Laske sen kuperan nelikulmion ala, jota rajoitta-
vat mainitut suorat ja koordinaattiakselit.

b) Perheessd on kolme lasta. Mikd on todenndkdisyys sille, ettd
lapset ovat syntyneet kaikki eri viikonpdivind?

Mddritd y-akselin suuntainen suora, joka leikkaa kdyrdt
y = :3 - Uxr ja y = x2/2 siten, ettd leikkauspisteisiin asetetut

tangentit ovat yhdensuuntaiset. Kaikki ratkaisut.

Luvut ays ays a ovat rajojen m ja M vdlissd:

3
m < a, M, m < a, < M, m < aq < M.

HnA

Luvut p,, P,» Py ovat positiivisia. Todista, ettd

Pq1@q4 * Poa, * P3a,

< <M.

p1+P2+P3
Milld ehdolla jompikumpi yhtdsuuruusmerkki on voimassa?

Mddritd kaksi perdkkdistd k:n kokonaislukuarvoa, jotka antavat lau-
sekkeelle (k - 2)/(k? - k) saman arvon.
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1. Ratkaise yhtdld x2 + U4z + 4 = xz(x + 2).

2. Mitkd reaaliset lukuparit =z, y toteuttavat yhtdldn

32 + y2 + 2x - 2y + 2 = 07

2 x .

3. Ratkaise yhtdld cos cos z, kun 0 < z < 2m.

on jw

4. Kolmiossa on yksi kulma 60 ja tdmdn viereisten sivujen suhde 1:3.

Laske kolmion muut kulmat (0,1°:n tarkkuudella).

5. Piste P on kolmion ABC sivulla AB, Q sivulla BC ja R sivulla CA siten,
ettd AP:PB = BQ:QC = CR:RA = 1:2. Laske kolmioiden PQR ja ABC alojen

suhde.

6. Funktio f on mddritelty rationaalilukujen joukossa, ja
fCa+b) = f(a) + f(b) kaikilla rationaaliluvuilla a, b; lisdksi
f(2) = 3, Laske f(3/2).

7. Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:
a) Erddn suppenevan geometrisen sarjan summa (# 0) on kolmasosa sen
termien nelididen muodostaman sarjan summasta. Minkd lukujen vdlissd
on ensinmainitun sarjan ensimmdinen termi?
b) Samasta pisteestd ldhtevdt vektorit éK :a ja ﬁ% = b ovat
kolmion sivuina ja BC on kolmion korkeusjana. Lausu vektori é& vek-

torien a ja ? avulla.

2a
. . : “ ln x -
8. Mddritd vakio a (> 0) siten, ettd dz =3 0
B

a

9, Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:

a) Mddritd funktion
flz) = 22 - 0] (z > 0)

|2z = 1] + 2z + 1
suurin ja pienin arvo.
b) Erddn siemenlajikkeen itdmistodenndk&isyys on 2/3. Kuinka monta
siementd on vdhintddn kylvettdvd, jotta todenndkdisyys sille, ettd

niistd ainakin kaksi itdd, olisi yli 95 % ?

10. Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:
a) Osoita, ettd tasossa on piste, joka on yhteinen kaikille (a:n ja

b:n eri arvopareja vastaaville) ympyrdille
x2 + y2 - axr - by + 2a + b -~ 5 = 0.
b) Osoita, ettd differentiaaliyhtdl&iden 2zxyy' - 1 - y2 = 0 ja

2

(x° + 1)y' - 2zy = 0 1integraalikdyré&parvet ovat toistensa kanssa

symmetriset suoran y = x suhteen.
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1. Laske 30 = 3_2 .

2. Md4dritd vakio k siten, ettd luku 2 on yhtdldn

x2 - S5kx + uk2 = 0 Jjuuri.
3. Ratkaise yhtdld (1 + %)2 =1 .

g4 funktion x3 - 3x? suurin ja pienin arvo vdlilli

t
2 ¢ x4, Piirrd kuvio.

5. Laske lausekkeen 1lg 0,069 - 1lg 0,00069 tarkka arvo (Briggsin

logaritmit).

6. Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:
a) Laske pallon ympdri ja sisddn piirrettyjen kuutioiden tilavuuk-
sien suhde.
b) Kun tasossa toimitetaan ensin erds yhdensuuntaissiirto ja sen
jdlkeen peilaus x-akselissa, niin piste (2, 1) joutuu pisteeseen
(6, -3). Mihin pisteeseef joutuu piste (-1, -3) ?

7. Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:
a) Laske origosta ympyrdlle x2 + y2 - 10x + 6y + 30 = 0 piirretty-
jen tangenttien vdlinen kulma 0,1° :n tarkkuudella.
b) Kaksi miestd harjoittaa savikiekkoammuntaa. S&4nt&jen mukaan jo-
kainen kilpailija ampuu vuorollaan ilmassa lentdvdd savikiekkoa koh-
ti laukauksen, ja mikdli kiekko ei sdry, vield toisen laukauksen.
Miesten todenndk8isyydet sdrked kiekko yhdelld laukauksella ovat
2/5 ja 1/3. Mik& on todenndk8isyys sille, ettd kummankin ampuessa
yhtd kiekkoa ainakin toinen heistd saa kiekkonsa sdrjetyksi?

8. Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:
a) Milld vakion a arvoilla yhtdldn x2 + 2(a-2)x + 1 = 0 Jjuuret
ovat reaalisia, milld positiivisia?

x? + 1 ja x-

b) Laske sen alueen ala, jota rajoittavat kdyrd vy
akseli sekd suorat x = a ja x = a + 1 . Mddritd a siten, ettd mai-

nittu ala on 2. Tarkka arvo ja likiarvo kahdella desimaalilla.

9. Mddritd funktion (%)2 --Li—%—lL derivaatta ja piirrd derivaatan

kuvaaja.

10. Tasakylkisen puolisuunnikkaan ABCD yhdensuuntaiset sivut ovat

‘ AB = 3a ja DC = 2a sekd korkeus = h. Puolisuunnikkaan sisddn on piir-
retty tasakylkinen kolmio siten, ettd sen huippu on sivun AB keski-
pisteessd ja kanta AB:n suuntainen. Kuinka suuri kolmion ala enin-

tddn on?
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1.

2.
3.

4.

10.

M&dritd se toisen asteen polynomi P, joka toteuttaa yht&ldn

P(x) - P'(x) = xZ2.

Laske cos x (tarkka arvo), kun sin x = %% ja % < x < T,
Piirrd kdyrdt y = |2x + 1| jay = |3x - 2| sekd laske niiden leikkaus-

pisteiden koordinaatit.

Jompikumpi seuraavista tehtédvista:
a) Suora 3x - 2y + 4 = 0 leikkaa paraabelin y = %xz pisteissd A ja B.
Kuinka suuressa kulmassa jana AB ndkyy origosta?

b) Milld muuttujan t arvoilla paikkavektorin r = (2t-1)T + (3t + %]3
loppupiste on paraabelilla y = %xz ? Laske saatuja t:n arvoja vastaa-
vien vektoreiden vdlinen kulma.

Ympyrdn sisddn piirretyn puolisuunnikkaan ldvist&djat ovat kohtisuoras-
sa toisiaan vastaan, ja sen yhdensuuntaiset sivut ovat a ja 2a. Laske
ympyrdn sade.

Olkoon A = (-1,1) ja B = (1,1). M&3ritd x-akselin piste P siten, etta
murtoviiva APB on mahdollisimman lyhyt.

Jompikumpi seuraavista tehtdvista:

a) Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat koordinaattiakselit,
kdyrd y = E%T ja suora x = 2, Maarita taman alan likiarvo korvaamalla
kdyrd sillad paraabelilla y = ax2 + bx + c, joka kulkee kayrén pistei-
den (0,1), (1,%) ja (2,%) kautta.

b) Ratkaise differentiaaliyht&ld %% + y2 = (%)2 sekd piirrd pisteen

(2,2) kautta kulkeva integraalik&yra.

Jompikumpi seuraavista tehtavista:

a) Olkoon k > 1 ja x > 0. Osoita, etta SLU > kix - 1),
b) Erdan jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio f(x) = ax + b va-
1i118 0 < x £ 3 ; muualla f(x) = 0. M&&ritd vakiot a ja b siten, ettéd

jakautuman keskiarvo (odotusarvo) on 1. Laske lisdksi todenn&k&isyys

sille, ettéd taman satunnaismuuttujan arvo on vahintaan 1.

* Funktio f toteuttaa v&lilld -1 < x < 1 yhtalén f(x) = 1 + 2x + xzf(xz).

ja lisdksi 1lim f(x) = 1. M&&ritad f'(0) derivaatan mdaritelmdn nojalla.
x+0

Olkoon z yhtaldn x2 + x + 2 =0 juuri. M&&8rita rationaaliluvut a ja

b siten, etta i = az + b.

22 - 2 %
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_ =x/5 + 1/2
T ux/5 -§572 ¢

2., Suorakulmion kanta on 25 cm sekd kannan ja ldvist4j4n vdlinen kulma

1. Laske f(-5/2f, kun f(x)

16,0°. Laske suorakulmion pinta-ala.

3. Pisteen (5,0) kautta kulkeva suora muodostaa positiivisten koordinaat-

tiakselien kanssa kolmion, jonka ala on 5. Mik4 on suoran yhtdl4?

4, Ratkaise yhtdl¥pari x + 2y + 3 = 0, 2x + py + 1 = 0 . Onko jokin
vakion p arvo sellainen, ettd yhtdl8parilla ei ole ratkaisua?

5. Jompikumpi seuraavista tehtdvist4:
a) Ratkaise epdyht4l8 -2x° + 3x - 4 < 0 .
b) Kirjahyllyssdni olevista viidestd j4nnityskirjasta olen lukenut
kaksi, mutta en muista, mitkd kaksi. Lomalukemiseksi otan mainituis-
ta viidestd kirjasta kaksi umpimdhk¥&n. Mik4 on todenndk8isyys sil-
le, ettd en ole lukenut ndistd kumpaakaan?

6. Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:
a) Tasakylkisen kolmion kannan vastainen korkeusjana halkaisijana
piirretty ympyrd jakaa kolmion kyljet suhteessa 4:1 (huipusta lu-
kien). Laske huippukulma 0,1°:n tarkkuudella.
b) Vektoreilla a ja b on yhteinen alkupiste (2,1). Vektorin a lop-

pupiste on (5,1) ja vektorin b (6,5). Laske vektorien skalaaritulo.
3
7. M48rit4 vakio a siten, ettd kdyrdn y = ax - é— d4riarvopisteet

ovat suoralla y = 2x . Piirrd saatua a:n arvoa vastaava kdyrd.

8. Jompikumpi seuraavista tehtdvist4:
a) Mddritd suoralta x = 3 ylemmlstd puolitasosta sellainen piste
P, ettd ympyrd x2 + y2 - 3x = 0 jakaa origosta pisteeseen P piir-
retyn janan suhteessa 1:3.
b) Suoran y = kx (k > 0) Jja kdyrdn y = x? leikkauspisteet ol-
koot O (origo) ja P. Olkoon Q pisteen P projektio x-akselilla.
Kdyrd y = x2 jakaa kolmion OQP kahteen alueeseen. Osoita, ettd
ndiden alueiden alojen suhde on riippumaton vakion k arvosta.

9., Olkoon f(x) = T—%—; . Md84ritd f£'(0) derivaatan mddritelm&n nojalla.

10. Pisteiden A = (-1,6) ja B = (3,-8) vdliseltd janalta on mi&ritettd-
v4 piste (x,y) siten, ettd |x + y| on mahdollisimman suuri.
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1. Ratkaise yht4l8 - /x + 1 = x - 5,

1
2. Laske integraali [ (x - 1)3ax.
0

3. Muunna lauseke sin(x = %)-sin(x + E) sellaiseen muotoon, josta

ndkyy lausekkeen suurin arvo. Mik4 on tdm4 suurin arvo?

4., Jompikumpi seuraavista tehtdvistd: . -
> a) Laske sen kolmion ala, jonka k¥rjetfovdt A= €&,-2), B = (2,1) = .-
. ja C = (-1,3).
b) Laske sen kolmion ala, jonka kahtena sivuna ovat samasta pis-
teestd lihtevdt vektorit a = -1 + 337 ja b = -u41 + 57.

5. Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:
a) Funktio f toteuttaa kaikilla x:n arvoilla epdyhtdldn
f'(x) > kf(x) (k vakio). Olkoon g(x) = e_kxf(x). Osoita, etty
funktio g on kaikkialla kasvava.

b) Ratkaise differentiaaliyhtdld x%% = 2y - 1 sekd piirrd pisteen
(-2,1) kautta kulkeva integraalikdyrd.
a a
6. Osoita, ettd lausekkeen 33195—2 - 3195—9 arvo on riippumaton lu-
log b log d
vuista a, b, ¢ ja d.

7. Md8ritd se puoliympyrdssd kulkeva k8yrd, jonka pisteet ovat yhtd
etdd114 puoliympyrdn kaaresta ja halkaisijasta. Laske niiden osien
alojen suhde, joihin k4yrd jakaa puoliympyré&n.

¢ Jompikumpi seuraavista tehtdvistd:
a) Olkoot A ja B y-akselin suuntaisen suoran ja ympyré&n
x2 4 y2 = 9 leikkauspisteet sekd C piste (7,0). Xuinka suuri kol-
mion ABC ala on enintd&4n?
b) Olkoot x ja y positiivisia kokonaislukuja. M&ddriti kokonaislu-
ku n siten, ettd ehdon x < y < n tdyttdvien lukuparie:n {(x,y) mdd-
rd4 on 10(n-1). Mikd8 on todenndkdisyys sille, ettd niistd umpimdh-
kd84n valittu lukupari (x,y) toteuttaa lisdehdon x + y < n ?

x
9. Laske integraali I(x) = é |sin t|dt, kun a) 0 ¢ x

nA

m, b) ™ < x < 2m.

Piirrd kdyrd y = I(x) vd1lilld 0 ¢ x g 2m.

10. 544nn¥llisen 7-kulmion sivu on s ja erisuuret ldvistdjdt d, ja d2.
Osoita, ettd 1/d1 + 1/d2 = 1/s.
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Tehtdvissd 6, 8 ja 10 suoritetaan joko kohta a) tai kohta b).

9.

10.

Mddritd taulukon avulla terdvd kulma x, kun cos x = 0,167.

Mill4 x:n arvoilla polynomifunktion 5x2 + 2x + 1 derivaatta on = =-1/2 ?
Ratkaise epayhtdls 2(3x - 2)2 - 2 < 0 .
M&&ritd x, kun 1lg (x - 2) + 1lg (x + 3) = 1lg 14 .
. e w 2 1 _ 2 _ %o _
Ratkaise yhtdl&ryhmd X"y ° 2, v T 2, x+y=20.

a) Erddssd havaintosarjassa esiintyi n kertaa luku 1, 2n kertaa luku 2
ja n kertaa luku 4. Laske havaintosarjan keskiarvo ja keskihajonta

(tarkka arvo ja likiarvo kahdella desimaalilla).

b) Laske pallon sisddn piirretyn kuution pinta-ala, kun pallon halkai-
sija on 5,11 cm.

M&8&ritd polynomifunktion axt o+ ux3 derivaatan suurin ja pienin arvo
vdlilld -2 ¢ x < 0 .

a) Funktio f m38ritells&n seuraavasti:

% (x + 2)2 s, kun =2

f(x) = x2
2 - 5= kun 0 < x ¢ 2 s

Piirrd k8yrd y = f(x) sekd laske sen ja x-akselin rajoittaman alueen ala.

na
b

£0,

b) Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan vastainen korkeus on 2 ja kateet-
tien suhde 2:3. Laske hypotenuusa.

Md4ritd vakio a lukujen 0 ja 2 v&listd siten, ettd suoran
(2a + 1)x + (a - 2)y - 1 = 0 ja koordinaattiakselien rajoittaman kolmi-

on ala on mahdollisimman pieni. Kuinka suuri on tdm& ala?

a) Vektoreille a, b ja c pdtee: -a + b+c =0, a.b =29, |a|l =8,

|| = 3. M&dritd |c].

b) Tasakylkiseen kolmioon ABC on piirretty suorakulmio DEFG siten, ettd
k&rjet D ja E ovat kannalla AB, F sivulla BC ja G sivulla AC. Md&ritéd

kolmion ABC kannan ja korkeuden suhde siten, ettd suorakulmion DEFG

piiri on riippumaton pisteen D valinnasta.
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10.

Tehtdvissd 5, 6, 7 ja 8 suoritetaan joko kohta a) tai kohta b).

a
M&8&8rit3d luku a siten, ettd S (x2 + ax)dx = 1/12
-a

Nelidn sivut ovat koordinaattiakselien suuntaiset, keskipiste ori-
G 2y2 = 4, Laske nelidn sivu.

Milld vakion a arvoilla polynomifunktion x3 + ax2 + 3x derivaatta

gossa ja kadrjet kdyralla x

on kaikkialla positiivinen?
Ratkaise yhtdld 1 + sin 2x = cos 2x .

a) Olkoon A joukko R - {2} , B joukko R - {1} ja f kuvaus A + B:
fix) = :i; (R reaalilukujen joukko). Osoita, ettd f on bijektio.

b) Ratkaise yht&18pari x + y = 5, x5 + y> = 35 ,

a) Pisteestd P kolmion ABC k&rkiin piirretyt vektorit ovat PA = 3 ,
PB =b ja PC = 3(b - a). Lausu P:std mediaanin AD keskipisteeseen

Q piirretty vektori vektoreiden a ja b avulla.

b) Ympyré@nsektorin OAB sis&&n piirretty ympyrd sivuaa s&dettd OA
pisteessd P , ja OP:PA = 2:1. Laske sektorin keskuskulma 0,1%:n
tarkkuudella.

a) Pisteiden (0,1) ja (t,0) kautta kulkeva suora leikkaa ympyran
x2 + y2 -y =0 pisteissad (0,1) ja (u,v). Lausu u ja v t:n funk-

tioina.

b) Kolmihenkisen toimikunnan j&senet valitaan arvalla kolmen naisen
ja viiden miehen joukosta. Mill& todenndkdisyydelld ainakin kaksi

miestd joutuu toimikuntaan?

a) Kdyrdn y = a/vx (a > 0) pisteiden P = (x15y4) Ja @ = (x5,y,)

kautta piirretyt y-akselin suuntaiset suorat rajoittavat kd@yrén ja
x-akselin kanssa alueen A. Vastaavasti P:n ja Q:n kautta piirretyt
x-akselin suuntaiset suorat rajoittavat ka@yrédn ja y-akselin kanssa
alueen B. Osoita, ettd A:n ja B:n alojen suhde on pisteista P ja @

riippumaton.

b) Ma&&ritd ne kayrdt, jotka leikkaavat positiivisen y-akselin ja joi-
den jokaisessa pisteessd (x,y) tangentin kulmakerroin on x/4y. Milla

vdlilld ovat tdman kulmakertoimen kaikki arvot?

Piirrd xy-tasoon alue, jonka m33rittelevdt epdyhtdldt |y| < x + 2,

|ly] > 3x . Mitkd arvot lauseke |x - y| saa t&ssd alueessa?

Osoita, ettei mik&&n kokonaislukupari (x,y) toteuta yht&l6a

2 2

Xc - y© + x -y + 1 = 0,



YLIOPPTLASTUTKINTO 1.10.1876 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARA

Tehtdvissd 2 ja 8 suoritetaan joko kohta a) tai kohta b).

1 .

2.

1¢€.

Ratkaise yht&ls ax2 + 2a2x - 3a3 =0 (a # 0).

a) Kolmio A'B'C' on yhdenmuotoinen kolmion ABC kanssa kaavassa (mitta-

kaavassa) 3/4, ja sivu A'B' = 3,15 cm. Laske A'B':n vastinsivu AB.
e

b) Laske i) 3x2dx s
-1

Ratkaise yhtdlépari x(2x + y) +y =0, 2x +y =1

Kolmion kaksi kdrked ovat A = (-1,2) ja B = (2,4), ja kolmas k&rki C
on x-akselilla. M&&ritd C siten, ettd sivujen AC ja BC nelididen sum-

ma saa pienimm&n arvonsa.

Osoita, ettd paraabelin y = % x2 + ax + 1 huippu on paraabelilla

y =1 - % x2 kaikilla kertoimen a arvoilla. Piirrd kdyrdt, kun a = 2.

Kumpi arvo, x = 0,751234 vai x = 0,751235, antaa funktiolle

2

2x° = 3x + 1 suuremman arvon?

2x2 - 5x - 3

. Mi&rits 1lim :

x+3  ux? - 36

a) Er&d&ssd 30 oppilaan luokassa on matematiikan arvosanojen summa 219

ja niiden nelididen summa 1637. Laske arvosanojen keskihajonta.

b) Puoliympyrdn halkaisijan p&dtepisteestd P piirretddn j&nteet PA = a
PB = b ja PC = c siten, ettd pisteet A, B ja C jakavat puoliympyré&n

kaaren neljd&n yhtdsuureen osaan. Osoita, ettd keskimm&inen j&nne

b=V (a2 - cz)/2 .

. M&&rit4 pisteen (2,2) peilikuva (symmetrinen piste) suoran

X = 2y - 2 = 0 suhteen.

Milld reaalisilla x:n arvoilla vV |x - 2| - 2x + 5 on reaalinen?



YLIOPPILASTUTKINTO 1.10.1876 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAARA

10.

Tehtdvissd 6, 7 ja 8 suoritetaan joko kohta a) tai kohta b).

Laske kayrien y = x2 ja 'y = /X rajoittaman alueen ala.

Jana AB halkaisijana piirret@an ympyrd ja siihen jé@nne AP, joka muodos:

taa AB:n kanssa kulman o (r/4 < a < m/2). Kuinka suuren kulman ympyral-
le pisteeseen P piirretty tangentti muodostaa suoran AB kanssa?

Tutki, onko + /80 - 60/2 = + /30 - /15 .
2

Mill& vakion a arvoilla yhtalolla 2x3 - 3x~ - 12x + a = 0 on kolme

erisuurta reaalijuurta?
Ratkaise yht&ldpari x + y =1, |x| + |y| = 4.

a) Kartiopinta sivuaa R-s&teistd palloa pitkin ympyréd&d. Kartion karki
on etdisyydelld 2R pallosta. Miss@ suhteessa sivuamisympyran taso ja-

kaa pallon sen halkaisijan, joka on kartion akselilla?

b) Olkoot a (# 0) ja b (# 0) kaksi toisiaan vastaan kohtisuoraa xy-
tason vektoria. Saman tason vektori r, jonka alkupiste on origo, muut-
tuu siten, ettd se toteuttaa yht&lén a.(T + b) = b.T . Kuinka vekto-

rin T loppupiste liikkuu? Piirrd kuvio.

a) Funktio f on maaritelty kaikilla reaaliarvoilla ja taytt&a seuraavat

ehdot: 12 on olemassa &arellinen raja-arvo 1lim fix) , 2°

x+0
f(x) + f(y) kaikilla reaaliluvuilla x, y. Osoita, etté& funktiolla f on

derivaatta jokaisella arvolla x.

flx+y) =

b) M&&ritad differentiaaliyhtdltad kayttden ne kdyrdt, joilla on seuraava

ominaisuus: suora y = 1 puolittaa kd&yrédn jokaisen tangentin sen osan,
joka on sivuamispisteen ja y-akselin valissa. Piirra ndista kayrista se

joka kulkee pisteen (2,-1) kautta.

a) Laske funktion sinsx + cossx suurin ja pienin arvo.

b) Lukujoukon {xi, i=1,2,...,n} keskiarvo on x ja keskihajonta S,
Laske maaritelmista lahtien lukujen z; = a * cx; (i =1,2,...,n) keski-
arvo z ja keskihajonta SR Olkoon erityisesti x = 5, S 3. Maarita a
ja.c siten, ettd z = 0, s, = 1.

Olkoot o ja B yht&ldn x2 - x -1 =0 juuret (a > B) ja c, = a" - g"

(n =1,2,...). 0Osoita, ettad Ch * Cpheq = Cn+2' ja laske Cye

Olkoon P = (0,t) (t > 0) paraabelin x2 = 2py (p > 0) akselilla oleva
piste ja @ = (u,v) sitd@ 1ldhinnd oleva paraabelin piste. Lausu v t:n

funktiona ja piirréa taman funktion kuvaaja.



YLIOPPILASTUTKINTO 1.4.1977 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAXRA

Tehtdvissd 5, 7 ja 9 suoritetaan joko kohta a) tai kohta b).

1.

10.

Ratkaise epdyht&dld 4(xz - 10) < 3(xz - 12).

Ratkaise yhtdld |2z - 3| = 4z.

Ma&&ritd funktio f, kun tunnetaan sen derivaatta f'(z) = iﬁ—%-é Jja
arvo f(3) = 2.

T : 4 3 2 5 Ay T e
Madritd funktion f: f(z) = 3 - - 2" = 3x + 3 suurin ja pienin arvo

vdlills 0 ¢ z < 2.

a) Kuusi samankokoista palloa, joiden halkaisija on 10 cm, pakataan
py6rdhdyslieriédn, jonka pituus on 60 cm ja pohjaympyrdn halkaisija

10 cm. Kuinka suuri osa lieridn tilavuudesta j33 pallojen ulkopuolelle?
b) Oletetaan, ettd Suomen itsendisyyspdivd (6.12.) on satunnaisesti
eri viikonpdivind. Milld todenndkdisyydelld itsendisyyspdiva, joulu-
pdivd (25.12.) ja tapaninpdivd (26.12.) sattuvat samana vuonna kaikki
arkipdiviksi maanantaista perjantaihin?

Milld positiivisen vakion k arvolla paraabelin y = 32 =) kz Jja

x-akselin valiin j33van alueen ala on 36 ?

a) Ka&ntdpuolen taulukot esittelevdt kevd&n 1976 ylioppilastutkinnon
lyhyen matematiikan kokeiden tuloksia verrattuina helmikuisiin koulu-
arvosanoihin. 1) Mikd on tyypillisin kouluarvosana (tyyppiarvo) erik-
seen pakollisen ja ylimd&drdisen kokeen suorittaneilla sekd@ koetta suo-
rittamattomilla? 2) Milld todenndk8&isyydelld kokeeseen osallistunut
sai laudaturin, jos h3nen kouluarvosanansa oli 10 ? 3) Mill3 todenn&a-
k6isyydelld hdn sai pakollisessa kokeessa hyvdksytyn arvosanan, jos
kouluarvosana oli vahintdan 57?7

b) Vektorin a alkupiste on (3,2) ja loppupiste (0,6) ja vektorin b
alkupiste (3,2) ja loppupiste (6,1). Laske vektorien a ja b vdlisen
kulman kosini sekd itse kulma asteen tarkkuudella.

Maadritd raja-arvo Y 2:.1:2 - Ex + 3
im > .
z+1 x- = 4

a) Funktio f on md3ritelty seuraavasti:

4z - xz, kun 0 € z < a,

flz) = {

4 - ¢z, kun a <€ z < 6.

M33ritd a siten, ettd funktiosta tulee jatkuva. Piirrd funktion kuvaa-
ja sekd maddritd funktion suurin ja pienin arvo v&lilld 0 < z < 6.

b) Laske kuution kahden avaruusldvistdjdn vdlinen (terdv3) kulma

0,1%:n tarkkuudella.

Funktiosta f: flz) = Ck® tiedetdin, ettd f£(0) = 10° ja f£(5) = 10%.

Laske f(50). Mill3d muuttujan arvolla funktio saa arvon 0,17

17421—-76/11



MATEMATIIKAN KOE K 1976

Taulukko 4. Lyhyen matematiikan pakollinen koe, varsinaiset oppilaat

Ar Kouluarvosana Yhicensi Arvosanojen
4 5 6 7 8 9 10 ka.

L 1 6 24 50 201 486 210 978 8,80
M 5 9 60 158 312 330 56 930 8,13
C 6 30 115 228 275 172 11 837 7,55
B 7 52 113 176 133 47 5 533 7,01
A 10 35 74 69 48 12 0 248 6,59
i 3 37 56 31 11 1 0 139 6,09
yht. 32 169 442 712 980 1048 282 3665 7,83
o 09 46 12,1 194. 267 286 1,7

r = 0,57

Taulukko 5. Lyhyen matematiikan ylimaardinen koe, varsinaiset oppilaat

Arvosana Kouluarvosana Yhteensia Arvosanojen
5 6 7 8 9 10 ka.

L 0 0 2 21 80 164 70 337 8,83
M 1 5 26 103 211 237 60 643 8,28
(o] 0 14 94 229 324 245 32 938 7,84
B 5 43 203 335 294 124 16 1020 7,28
A 7 73 256 292 190 56 6 880 6,88
i 17 304 429 312 144 36 0 1242 6,30
Yht. 30 439 1010 1292 1243 862 184 5060 7,30
% 06 87 20,0 255 246 17,0 36

ei kirj

matem. 215 1900 2146 1431 818 361 71 6942 6,30
% 3,1 27,4 30,9 20,6 11,8 5,2 1,0
r = 0,58

17421—76/11



YLIOPPILASTUTKINTO 1.4.1977 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAARA

Tehtdvissd 4, 5, 6 ja 7 suoritetaan joko kohta a) tai kohta b).

1. Md8ritd vakiot a ja b siten, ettd suora 2x -y - 2 = 0 sivuaa paraa-
belia y = ax2 + bx + 2 pisteessd (2,2).

2. Ratkaise epdyhtdld x - &; > 0.

3. Madritd £(x) , kun £'(x) = - zx V1 - x* ja £(0) = 3.

a n
4, a) Md8ritd 1lim S Vax dx (a > 0).
n+o 0

2
b) Laske Jf (x - 1) 1ln x dx .
1

5. a) Olkoon f kuvaus A = R: f(x) = %%%—%5 , missd A on mahdollisim=-

man laaja reaalilukujen joukon R osajoukko. Mik& on A ja sen kuva f(A)

b) Ympyrédn x2 4 y2 = 1 ympdri on piirretty kolmio ABC, jonka kaksi

k8rked ovat A = (1,3) ja B = (1,-2). M34rit4 kolmas k&rki C ja kolmion
ala.

6. a) Vektoreiden a, b ja a ~ b pituudet ovat: |al = 5, |5l = 6 ja
IZ - Bl = 7. Madrita 13 + 4 BI .
b) Kolmion ABC kulma A on 60°. Sen sivulta BC valitaan piste D siten,

ettd tdm&n sivuista AB ja AC laskettujen etdisyyksien suhde on 1:2 .
Laske kulma BAD 0,1°:n tarkkuudella.

7. a) Miten sijaitsevat kompleksitasossa ne pisteet z = x + iy, jotka
toteuttavat ehdon |2z - z| ¢ 1 ? Piirrd kuvio.

b) Kahta noppaa heitettdessd saadut pisteluvut olkoot x ja y. M&&ritd
satunnaismuuttujan |x - yl| todenndk8isyysjakautuma ja odotusarvo (kes-

kiarvo).
: . 1 e-ltl
8, Osoita, ettd xy-tason piste x = —3— » Y = ———TEr pPysyy
2 + sin“t 1+ e

suorakulmiossa % < x < % » O v g % , kun t muuttuu reaalilukujen

nuA

joukossa.

9. Piste (xo,yo) liikkuu tasossa siten, ettd siitd paraabelille y = x2
piirretyt tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Mink& k&yré&n

| 1.
T

‘piste (x,,y,) td118in piirtds?

10. M&8rit4 funktion f: f(x) =

NS
X

Idt suurin ja pienin arvo vi4-

14118 1 s x € 2 .

A

17420—76/11



YLIOPPILASTUTKINTO 30.9.1977 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARA
Tehtdvissd 3, 5 ja 7 suoritetaan joko kohta a) tai kohta b).

1. Erd&n tuotteen hinta nousi tammikuussa 10 % ja joulukuussa 12 %.

Kuinka monta prosenttia sen hinta nousi kaikkiaan?
2. Ratkaise yhtdld bx(x + 1) = 1

3. a) Olkoon C kolmion OAB sivun OA ja D sivun OB keskipiste. Lausu
vektori CD vektorien @ .= OA& ja b = 0B avulla.
b) Suorakulmaisen kolmion toinen terdvd kulma on 30°. Missd suh-

teessa hypotenuusalle piirretty korkeusjana jakaa hypotenuusan?

4. Md4ritd kulma o, joka on vdlilléd [1800, 360°] ja jolle cos a = - % .
Md&ritd lisdksi sin a.

5. a) Md&ritd vakio a siten, ettd pisteistd (-1,1) ja (0,3) suoralle

ax + (1-a)y = 1 piirretyt kohtisuorat yhtyvdt.
2

b) Milld vdleilld funktio f: f£(x) = —X— on vdhenevi?
x -1
6. Mddritd se funktion 2x3 + x> Xantafunktio (integraalifunktio),
joka saa arvon % , kun x = =-2.
7. a) Oletetaan seuraavien todenndkdisyyksien vallitsevan:
o

1 Jos jonakin pdivdnd ei sada, niin seuraavana pdivdnd sataa to-

denndkbisyydelld %.
2°  Jos jonakin p&ivdnd sataa, niin seuraavana pdivdnd sataa toden-

ndkdisyydelld %.

Laske, milld todenndk8isyydelld ylihuomenna sataa, jos tdnd&n sataa.
b) S&&nnbdllisen pyramidin pohja on nelid, jonka sivu on 5,0 m.

Sivusdrmien pituus on 10,0 m. Laske pyramidin korkeus.

8. Osoita, ettd kdyrdt y = -x2 jay = - % x2 + x + % sivuavat toi-
siaan. Mikd on niiden yhteisen tangentin yhtdld?
y u v 1 1
9. Ratkaise epdyhtdld T gy < 1
2 3

10. M3dritd kdyrdltid y° = 2 - x (y 2 0) se piste, joka on l1lZhinni
origoa. Piirrd kuvio.



YLIOPPILAST UTKINTO 30.9.1977 MATEM ATIIKKA, PITKA OPPIMAARA
Tehtdvissd 4, 5, 6 ja 7 suoritetaan joko kohta a) tai kohta b).
2 2
1. MBarits 1im Al = (0 )
x+0 X~ - X

2. P on ensimm@isen asteen polynomi. Osoita, ettd& lukujonon P(1) ,
P(2),«+.,P(n),... kahden per&kkdisen luvun erotus on vakio.

3. Osoita, ettd funktion x2(2x = 1)2 derivaatalla on nollakohta lukujen
0 ja % valissa. .

4, a) M&3ritd joukon {y € R11 <y < 2} alkukuva kuvauksessa f: R » R,
f(x) = x2 - 2x + 2 (R reaalilukujen joukko).
b) Mill& x:n arvoilla funktion 4x2 - 4x + 2 arvo kuuluu valiin
1<y <27

3/2 ¢

5. a) Funktio f on jatkuva ja toteuttaa epdyhtd&ldt x < f(x) S Uic

= X

1
v31i113 0 € x $ 1. Arvioi ylds- ja alaspdin integraalia [ f(x)dx.
0

b) Nelikulmion OABC k&rjestd 0 muihin k&rkiin piirretyt vektorit
ovat OA = 31 + 3, 0B = xI + yj ja OC = -1 + 23. M33ritad x ja y siten,
ettd kulmat OAB ja 0CB ovat suoria.

6. a) Kolminumeroisten positiivisten kokonaislukujen joukosta valitaan
umpim&hkdadn yksi luku., Milld todenndkdisyydelld ta&m& on jaollinen
3:1la tai 5:11&7
b) Miten sijaitsevat kompleksitasossa ne pisteet z = x + iy, jotka
toteuttavat yhtdldn (1 + i)z + (1 - i)z = 0 ?

7. a) Kolmion k&rjet ovat (0,0), (2,0) ja (a,az). Minkd kdyrdn piirtaa
kolmion mediaanien leikkauspiste a :n vaihdellessa?
b) Funktio f, joka on derivoituva kaikilla x :n positiivisilla arvoil
la, t&yttdd ehdot: f(x) + x.f'(x) = 2 ja f(2) = 1, Osoita, etta
f(x) < 2, kun x > O.

8. Tasakylkisessd& kolmiossa on kyljen vastainen mediaani = m. Mika@ on

kolmion alan suurin mahdollinen arvo ?

9. M&4rits piste, jossa kdyrilld y = 1 + x + x° ja y = (x < 1)

on yhteinen tangentti. Osoita, ettd kd&yrdt ovat tangentin samalla
puolella ja toinen kdyrd kulkee sivuamispisteess&@ toisen alapuolelta
ylapuolelle.

10. Funktio f on jatkuva ja toteuttaa epdyhtdldt 0 < f(x) < 1 valilla

0 S x S 1. Osoita: On olemassa luku a siten, ettd 0 < a < 1 ja
f(a) = a.



YLIOPPILASTUTKINTO 31.3.1978 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARA

Tehtdvissd 7 ja 10 suoritetaan joko kohta a) tai kohta b).

1.

10.

Yksinkertaista lauseke (= +-_—):—§— ja laske sen arvo, kun
x = -0,2 jay = 0,3.

Olkoon f(x) = 2x3 - 9x2 - 30x + 37. Ratkaise yhtdld f'(x) = 30.

Ratkaise epdyhtdld 3(x + 2a) > 2x. Milld luvun a arvolla ratkai-

su on tdsmdlleen: x > 5 ?

Suunnikkaan samasta kdrjestd l&htevind sivuina ovat vektorit

T +3 ja =21 + 37. Laske suunnikkaan l&dvistdjien pituudet.

Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus on 1000 metrid ja toi-
nen terdvd kulma 50°. Ilmoita metrin tarkkuudella, kuinka kaukana

suoran kulman kdrki on hypotenuusasta.

Laske sen ddrellisen alueen ala, jota rajoittavat kdyrd

y = x2 - 2Xx + 2, suora 2x - y = 2 sekd y-akseli.

a) Johda sen janan keskinormaalin yhtdl8, jonka koordinaattiakse-
lit erottavat pisteen (4,5) kautta kulkevasta, suoran 2x - 3y + 6

= 0 suuntaisesta suorasta.

b) O0lkoon {2,3,3,4,5,5,6,6,8,8} otos satunnaismuuttujasta X.
Laske otoskeskiarvo, otoskeskihajonta (perusjoukon keskihajonnan

estimaatti) sekd keskiarvon keskivirhe (otoksen antama estimaatti).

Laatikosta, jossa on 15 mustaa ja 5 punaista palloa, nostetaan um-
pimdhkd&n ja samanaikaisesti 2 palloa. Milld todenndkdisyydelld
ainakin toinen ndistd on punainen?

Mddritd funktion Ix2 - 1] + x suurin ja pienin arvo v&lilld

-2 < X € 2. Piirrd kuvio.

a) Olkoon P tasasivuisen kolmion sisdlld oleva piste. Osoita,
ettd P:n kolmion sivuista mitattujen etdisyyksien summa on riippu-

maton P:n sijainnista.

. . _ 4x TG . : :
b) Funktion f: f(x) = TRt mddrittelyjoukko on R (reaalilukujen
joukko). Piirrd funktion kuvaaja, ilmoita sen arvojoukko sekd

laske f-1(%) ja £ - 1%), missd £~ on f:n kd4nteisfunktio.



YLIOPPILASTUTKINTO 81.8.1978 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAARA

Tehtdvissd 5, 6 ja 7 suoritetaan joko kohta a) tai kohta b).

1.

10.

P 4
Laske [ ———5—7 .
2 (x+1)
Ratkaise yhtdls V&=T - VX-Z = 5 .
Ratkaise epdyhtdls 3x - 1 > 2|xl.
Osoita: Jos x + y = 2a, niin Xy < a2, ja xy = a2, jos Jja vain

jos x =y = a.

a) Kolmion kahtena sivuna ovat samasta pisteestd ldhtevdt vektorit

a=ti+ 23 ja b = -21 + (t-2)J (t reaaliluku). Osoita, ettd

kaikilla t:n arvoilla kolmion kolmas sivu on pisin.
b) Kolmion kdrjet ovat A = (0,0), B = (5,0) ja C = (6,3). Laske

lausekkeen tan A + tan B + tan C tarkka arvo.
o0

a) Milld x:n arvoilla sarja z (1-x2)n suppenee, ja mikd on t&l-
16in sen summa? 1l
b) Kymmenestd henkil&std, joiden joukossa on kaksi veljestd, muo-
dostetaan arpomalla kaksi viisihenkistd tydryhmd&. Milld todennd-
k6isyydelld veljekset joutuQat eri ryhmddn?

a) Osoita, ettd kuvauksella f: [-2,0] -» [0,16] , f(x) =

xu - 8x2 + 16 on kddnteiskuvaus, ja johda sille lauseke.

b) Funktio f on positiivinen ja derivoituva, kun x > 0, ja f(2) = 1.
Sen kuvaajan pisteeseen (x,y) piirretty tangentti leikkaa x-akselin

pisteessd (%X,O). Mddritd f.

Piste P liikkuu xy-tasossa pisteestd O = (0,0) pisteeseen A = (10,5).
P:n nopeus x=-akselin ulkopuolella on v (= vakio) ja x-akselilla
1,25 v. Miké4 reitti O:sta A:han on nopein?
Mddritd kdyrdn y = ___l_:§ sekd suorien y = 0, x = 0 ja x = -a
1 + e

(a > 0) rajoittaman alueen ala sekd tdm&n alan raja-arvo, kun a - e.

Funktio f, joka ei ole vakio, toteuttaa kaikilla lukupareilla (x,y)
yhtdldén f(x+y) = f(x)f(y). Lisdksi on f'(0) olemassa ja = m. Osoi-
ta, ettd f'(x) on olemassa kaikilla x:n arvoilla, ja mddritd
frix)/f(x).



YLIOPPILASTUTKINTO 27.9.1978 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARA

Tehtdvissd 6, 8 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

10.

L
Laske integraali [ (2x - 3)dx.
-1

5/3 k—1/3

Laske k , kun = 2.

Laske suorien x =5,y L ja x + 3y =9 rajoittaman kolmion ala.

Mddritid funktion f: f(x) = x3 - 6x2 - 15x + 12 suurin ja pienin arvo valilla

0 gxg 3.

Puolue P sai erdissid vaaleissa 36 % annetuista &&nistd. Ndissid vaaleissa &dnesti
85 % &dinioikeutetuista. Seuraavissa vaaleissa puolueen P osuus annetuista &A#nis-
t4 nousi kahdella prosenttiyksikdll&d. T&118in &Ainesti 80 % &dinioikeutetuista. Mo-
nellako prosentilla puoluetta P &&nesténeiden lukumddrid oli noussut tai laskenut
edellisiin vaaleihin verrattuna olettaen, ettd &&nioikeutettujen mi&rid oli pysy-—

nyt muuttumattomana?

a) Milla vakion a arvoilla x = -1 on yhtdldén ax2 + (32 - 1)x +1=0 Jjuuri?
Mik& on t&4116in yht&ldn toinen juuri?
b) Henkildn L40:114 peridkkdiselld veikkauskierroksella saavuttamat parhaat tulok-—

set i1lmenevat taulukosta:

tulos 0-5 6 T 8 9 10 11 12 13
esiintymiskertoja - 3 9 9 12 5 2 - -

Ilmoita tulosjakautuman keskiarvo, mediaani ja tyyppiarvo (moodi).

Kolmion kdrkinid ovat pisteet A = (-2,0), B = (4,-2) ja C = (1,6). Naytd, ettd
pisteestd B piirretty korkeusjana kulkee origon kautta.
a) Mairiti kaikki vektorit c siten, ettd vektoreista a = 4i - 5j, b = 31 + 3j

ja ¢ voidaan muodostaa kolmio.

b) Millid x:n arvoilla kdyrd y = (x - 1)3(x + 2)h on laskeva?

a) Kolme R-siteistid palloa koskettaa toisiaan. Kuinka suuri on korkeintaan sel-

laisen pallon sédde, joka mahtuu kolmen pallon vidlisestd aukosta?

b) Kddntdpuolella on valtion tuloveroasteikko verovuodelta 1977. Tutki, onko ve-
ron midirid tulon funktiona Jjatkuva valilld 18 000 mk ... 35 000 mk eli onko sen
kuvaaja t&dl1l4 vAlilld yhten&dinen murtoviiva. Kuinka suuri on valtionvero 50 000

mk:n vuositulosta?

Ratkaise yhtdld |[Ix| - |x - 2| = -2.



Tuloveroasteikko

Verotettava tulo Veron Vero- %
mk vakioera alarajan
tulon yli
alarajan menevasta
kohdalla, tulon
mk osasta
6960— 9 280 23 10
9 280— 11 580 255 13
11 580— 13 930 554 16
13 930— 17 400 930 23
17 400— 23 200 1728 28
23 200— 34 800 3352 29
34 800— 46 400 6 716 33
46 400— 69 600 10 544 38
69 600— 116 000 19 360 44
116 000 — 232 000 39 776 50
232 000 — 97 776 51



YLIOPPILASTUTKINTO 27.9.1978 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAARA

Tehtdvissd 5, 6, T ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta h).

15

10.

m
Laske [(x - cos x)dx.

Ratkaise epdyht&dld El_zi_l L.

nv

Osoita: Funktiolla Ax + e © on yksi minimikohta, jos A > 0, mutta el lainkaan

dériarvokohtia, jos A £ 0.

Vi+x -1

Ratkaise yht&ald -

2

5 -

a) Vektorit a =21 - j +k, b = xi + 7 +3k ja c=-21 + j} + zk ovat suun-
taissdrmidn erisuuntaisina s&rmind. M&&ritd kertoimet x, y ja z siten, etté

sdrmid on suorakulmainen, Jja laske tédmAn s&rmidn tilavuus.
b) Ratkaise yhtdld sin 2x - tan x = 0.

a) Erdan teollisuustuotteen laaduntarkkailussa 18ytyy viallisia kappaleita kes-—
kimddrin 3 %. Kuinka monta kappaletta on tutkittava, jotta todenndkdisyys sille,
ettd 16ytyy ainakin yksi viallinen kappale, olisi v&hint&&n 0,90 ?

b) Piste z liikkuu kompleksitasossa siten, ettd se toteuttaa yht&ldn z = iz. Osoi-
ta, ettd piste z piirt&d&4 erd&n suoran. Osoita, ettd myds piste w =2z + 1 piir-

t44 erddn suoran. Piirrid kuvio.

a) Kuvaus f: R » R on injektio (R reaalilukujen joukko). Osoita, ettd myds ku-

vaus g: R =+ R, g(x) = (f(x))3 + 3f(x) on injektio.

e 2 T Bhe T y 2 ara s . . . i
b) Milla v&lilla lauseke 1 =% * %- maarittelee reaaliarvoilsen funktion? Maa-
ritd funktion suurin ja pienin arvo tdlld vélilla.

e 1,2 1\n _ 3% -1
T<‘3‘+('3—) +...+(_3') <“_'n_ (n—1,2,.-.).

3 3

Osoita, etta

a) Osoita, ettd epidyhtdldstd (a) |x| < 1 seuraa epidyhtdld (b) |x2

- x| < 2.

Etsi jokin piste, jossa (b) on voimassa, mutta (a) ei ole voimassa.

b) Funktio f on kaikkialla jatkuva, ja f(x) = x - 1 + %
S .

Osoita, ettel mik&&n k&yran y2 = 5—5;—1 piste (x,y) ole ympyrdn x2 + y2 =1

X
[ f(t)at. Maarita f.
0

sis&dlléa.



YLIOPPILASTUTKINTO 28.3.1979 MATEMATITIKKA, LYHYT OPPIMAARA

Tehtdvissd 4 ja 8 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

10.

N I A L 2 . .
Totea sigoittamalla, etta 2 - VE on yhtalon x - Lx® + 2 =0 Juuri.

Osoita, ettd funktion f: f(x) = hx3 - 6x2 + 3x + 12 derivaatta el ole mis-

sdén negatiivinen.

Kolmion kdrjestd O lahtevini sivuina ovat vektorit a =51 + Jj Jja b =1 - 3].

Muodosta kolmion O:sta ldhtevdn mediaanin (keskijanan) vektorilauseke.

a) Miiritia kaikki vakion a arvot, joilla yht#ld1lld |x+5| + Ix+al = 0 on rat-
kaisu.
b) Miaidriti seuraava 99:n tekijan tulo:

(1 + 1)(1 +%)(1 +%)...(1 +%).

Suorakulmaista kolmiota rajoittavat positiiviset koordinaattiakselit sek& pis-
teen (2,3) kautta kulkeva suora. Kolmion teridvid kulma, jonka kirki on x-akse-
lilla, on 300. Muodosta sen suoran yhtdld, jolla hypotenuusa on, ja laske hy-

potenuusan pituus (tarkka arvo ja 2-desimaalinen likiarvo).

Kahden ympyrin siteet ovat 3 ja U4 sekd keskipisteiden vdli 5. Laske ympyrdiden
yhteisten tangenttien valinen teriva kulma.

Kuinka monta reaalijuurta on yht&dl56114 x3 - 3x2 + 1 = 0 ? Mink& perékkdisten

kokonaislukujen valissid kukin niist& sijaitsee ?

a) Suoran ympyridpohjaisen kartion sivujana on s Jja pohjaympyrin sidde s/bL.

M&arité kartion sisfddn mahtuvan suurimman pallon séide.

b) Rasiassa on kuusi palloa, joista kolmessa on numero 1 ja kolmessa numero 2.
Rasiasta nostetaan samanaikaisesti kolme palloa. T&411ldin saatujen lukujen summa
on satunnaismuuttuja. Laadi t&mdn muuttujan frekvenssitaulukko sekd laske suh-

teelliset frekvenssit.

Mairitd funktion f: f(x) =-J§ derivaatta pisteessid x = 1 derivaatan m8dri-
telmldn nojalla. *

e ) » 2 . . 5
Piirrd funktion f: f£(x) = |x" - 1| kuvaaja sekd laske [ |x° - 1ldx.

0



YLIOPPILASTUTKINTO 28.3.1979 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAARA

Tehtdvissd 4, 8 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

10.

n/3
Laske [ (sin x + cos x)dx.

-m/3

Maidritd yhtdldiden (1-2x7)(1+2x°) =1 ja (1—2x2)(1+2x2) = 0 kaikki juuret.

Piirrd kdyrid y = lx| + |x-1] sekd ratkaise sen avulla epayhtdld

Ixl + [|x=1| < 2.

a) Mairiti funktion f: f(x) = cos x + cos 2x suurin ja pienin arvo (tarkat

) -
arvot) .

x~ /2

b) Satunnaismuuttﬁjqn tiheysfunktio on xe , kun x > 0, Ja = 0, kun x < O.

Midritd kertymidfunktio ja laske P(1 < x < 2).

Piste P liikkuu tasossa siten, ettd sen etfisyys pisteestd (6,0) on aina kaksi
kertaa niin suuri kuin sen etdisyys pisteestd (0,3). Midriti pisteen P piirti-

midn kdyrdn yhtdl6. Piirrd kuvio. . e

. 2 2 . G .. .
Hyperbeli x~ -y = 16 Jja suora x = 8 rajoittavat didrellisen alueen. Alu-
eeseen piirretddn suorakulmio siten, ettd sen kaksi kirked ovat suoralla Ja

kaksi muuta kdrked hyperbelilld. Ma&rit&d suurimman t&llaisen suorakulmion kanta.

Suunnikkaassa ABCD on AB = a Ja AD = b. Sivalta CD valitaan piste E siten,
ettd CE:ED = 1:3. AE Ja BD leikkaavat toisensa pisteessid F. Esitid Kﬁ vekto-

rien a Ja b avulla.

a) Osoita: Pisteestd (a,0) voidaan piirtdi paraabelille y2.= 2px (p > 0) kol-
me normaalia, jos a > p, mutta vain yksi normaali, jos a < p.

b) Funktiot f ja g midritellddn seuraavasti: f: f(x) = 5x + 3, g: glx) = 3x + k,
missid k on vakio. Maaritid k siten, ettid fog Jja gof ovat sama funktio.

k(k-1) 2
2

Osoita, ettd funktio f: f(x) = (1+x)k -1 - kx - x~ on kasvava funktio,

kun x > 0 Ja k > 2.

I

2 - Ix + 1,8.x + 1| suurin arvo.

a) Maidritd funktion f: f(x)

b) Joukossa R* = R ~ {0} miAiritelty reaaliarvoinen funktio f tiayttii seuraa-
vat ehdot:

1

Vx € IR* [ f(x)l < TxT

b

lim f(x) = O.
x-0

Osoita: On olemassa luku M siten, ettd |f(x)| < M kaikilla x € R*.



......

YLIOPPILASTUTKINTO 26.9.1979 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARA

Tehtdvissad 3 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

10.

M&&ritd polynomin 2x3 = 3x2 derivaatan nollakohdat.

Mdidritd se funktion f: f(x) = 3x2 - 2 integraalifunktio F, jolle F(1) = 1.

a) Ratkaise yht&dld 1g x3 - lg x5 + 1 =0.

b) Seuraavasta taulukosta ilmenee kymmenen lapsen syntymipituus (cm) sekd pi-

tuus yhden vuoden ik&iseni:

50 51 52 50 51 53 52 L 50 52
9 T4 7T 718 75 18 17T T Th T

Kuinka suuri oli ndiden lasten keskimd&rdinen pituuskasvu kuukautta kohden en-

simmédisen elinvuoden aikana ?

Suorakulmaisen s&rmidn sé&rmien suhdeluvut ovat 1, 1 ja 2. SArmidn koko pinnan

ala on 14,4, Laske sdrmién tilavuus.

Ratkaise epdyhtdldpari %ﬁ( + %-+ |i1 > 0, x < 0.

Kolmion kédrjet ovat (x,0), (a,a) ja (0,x), missd a on positiivinen vakio ja

0 < x < 2a. MA4ritd kolmion alan suurin mahdollinen arvo.

Mé&drita vakio p siten, ettd vektorien a =21 + 2pJ ja b = 3p§ "%If%; vali-
nen kulma on suora.

Madrits lim( = ——‘_—1)
x-»1\x -1 x

Noppaa heitetdédn neljéd kertaa. Milld todennékdisyydelld kaikki silmidluvut ovat

erisuuria ?

a) Kolmion kahden keskijanan (mediaanin) pituudet ovat 6 ja 9 sekd niiden vdli-

nen terava kulma 550. Laske kolmion ala.

5
b) Piirrd funktion f: f(x) = Ix - 1] + Ix = 4| kuvaaja ja laske [ f(x)dx.
0



YLIOPPILASTUTKINTO 26.9.1979 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAARA

Tehtdvissd 7 Jja 8 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

10.

Ma&ritd polynomin P(x) = ax3 + x2 + bx kertoimet a ja b siten, ettd

P(=1) = P'(-1) = 1.

M&&aritd lausekkeen cos x tarkka arvo ja 3-desimaalinen likiarvo, kun sin x =

_lja“<x<3_n.

> 2

M&arité ympyrén x2 + y2 + 6x - 8y - 11 = 0 keskipiste ja side sekd origon
lyhin et8isyys t&std ympyrasté.
q 2
MBritd 1im SLtX =1,
X
x-0

M&&rit& pienin positiivinen kokonaisluku n, joka toteuttaa epidyhtdldn

n —\jm2 - 1<10°%,

M&&rita vektorin a = 6i + 2] vektorikomponentti suoralla y = 2x + 2.

nfh sin2x

a) Laske dx.

-n/L4 coszx
b) Noppaa heitet#in viisi kertaa. Milli todenndkdisyydelld ensimmdisen heiton
silméluku esiintyy t&smélleen kahdesti ?

a) Osoita, ettd funktion f: f(x) = sin x sin(x+®) suurimman ja pienimmén ar-
von erotus on kulmasta o riippumaton.

b) Osoita, ettd kuvaus f: 3N ~ {0,3} = 5N, f(n) =‘%(n—6) on bijektio

(pN = {Oaps2pa3pa--'})-

Palloon, jonka sédde on 1, on asetettu s&&nndllinen kolmisivuinen s&rmid. Laske

sen tilavuuden suurin mahdollinen arvo.

<+
dt

kuvaaja.

Piirrd funktion f: f(x) = %

A

v& + x2 - 2xt



YLIOPPTLASTUTKINTO 26.3.1980 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARA

" Teht#dvissd 5, 6 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

10.

Ratkaise yhtdld (b-x)(4+x) = (h—x)2.

Ratkaise epdyhtdld 3(x+1) + 1 < 5(x+2).

2
Laske [ (2x-1
1/2

)2dx.

. . - = = = . — 3= T =1
Nelikulmiossa OABC on OA = a, C=b Ja AB = 511 +-EI). Maarita OB, EE

. — — — —

Ja OA + AB + BC + CO.

a) Erdidstd otoksesta mitattiin seuraavat muuttujan arvot: 512, 516, 518, 516,

515, 513, 516, 515, 512, 517. Laske n#diden keskiarvo, tyyppiarvo ja keskihajon-

ta Sp-1°

b) Tasakylkisen kolmion kanta on a ja kantakulma a. Laske kolmion ala ja piiri.

Milld o:n arvolla piiri on 3a ?

a) Jos tulitikkurasia heitet#d&n ilmaan, todenndkdisyys, ettd se pudotessaan
jé&a Jjommallekummalle raapaisupinnalleen, on 0,2. Kaksi samanlaista rasiaa hei-
tetddn samanaikaisesti ilmaan. Mik4 on todenn&kdisyys sille, ettd tdsmBlleen

yksi rasia pudotessaan J&4& raapaisupinnalleen?

b) Tuotteen hinta nousee 10 % vuodessa. Kuinka monen (kokonaisen) vuoden ku-

luttua sen hinta on tullut yli kaksinkertaiseksi?

Funktio f on md&ritelty seuraavasti:
2x + 6, kun x < 1,
2
-x“ + bx + q, kun x > 1.

Ma&dritd q siten, ettd funktion kuvaaja on yhtendinen. Piirri t&mé& kuvaaja se—

f(x)

k& laske sen ja x-akselin rajoittaman alueen ala.

Olkoon f(x) = b —éi— , kun x # ¥ 3. Tutki, voidaanko f(3) valita siten,
x-3 x -9 '

ettd funktio f on Jjatkuva pisteessid x = 3.

Osoita, ettd V1 + x <1 +-lx , kun x > -1. Milloin yht&suuruusmerkki on voi-

2
massa? Piirri kuvio.
a) Tiedetddn, ettd luku /2 on irrationaalinen. Osoita, ettd myds luku ———
3+ /2
on irrationaalinen, ts. sitd el voida esittdi kahden kokonaisluvun osami&réni.

2

) } ) 6
b) Milld valeilld funktio f: f(x) = (x* - 3x + 2)  on kasvava?



......

YLIOPPILASTUTKINTO 26.3.1980 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAARA

Tehtdvissd 6, 8 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1.

10.

L
Laske | (Vx + 1)2%ax.
0
2
Mairitd lim (53—:—%) .
%=
X1

Milld vakion a arvolla jakolasku
(x3 +2x° + ax):(x - 3)

pédédttyy tasan? Madritd saadulla vakion arvolla polynomin x3 + 2x2 + ax

kaikki nollakohdat.
Ratkaise epadyhtdld vx + 2 < |x|.

Ratkaise yhtdld 2cos( —-%) + /2 = 0.

a) Midritd vektori, joka on kohtisuorassa sekd vektoria a =21 + j - k

ettd vektoria b = -1 - 2 + 2k vastaan ja jonka pituus on 1.

b) Funktio f on médritelty koko R:ssd, ja R:n kuva f (R) = [-1,2].

Mddritd funktion g: g(x) = (3 + If(x)l)2 suurin ja pienin arvo.

Yhtaldn vx +~% = /3 +-% yksi juuri on 3. Osoita, ettd yht&dldlld on toinen-

kin reaalijuuri.

a) Mdadritd kayraltd x2/a2 + ye/b2 =1, missd x> 0 jay > 0, piste (x,y)
siten, ettd summa x + y on mahdollisimman suuri. Mik& on t&mé& suurin arvo?

2000

b) Mddritd luvun (1/2) likiarvo kahden merkitsevén numeron tarkkuudells.

a) Osoita, ettd kaikki kayriat

¥y = px 2pax + 5 - Lp + lpq,

missd p jJa q ovat vapaasti valittavia reaalilukuja, kulkevat saman pisteen

kautta. Mik& on t&mé piste?

b) Huoneessa on L4 naista ja 5 miestd. Huoneesta kutsutaan umpimihkd&dn 4 hen-
kild&. Satunnaismuuttuja x ilmaisee, kuinka monta kutsutuista on miehid.

Laske todenndkdisyydet P(x = 0), P(x = 1),..., P(x = 4) Jja x:n odotusarvo.

Funktio f mé8ritellddn koko IR:ssd.kaavalla
1
£f(x) = [ Ix - tl at.
-1
Médritd tédmé&n funktion esitys integroidussa muodossa ja piirréd funktion kuvaa-

ja.



YLIOPPILASTUTKINTO 19.9.1980 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMALRA

Tehtdvissd 6 ja 8 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1.

10.

Mill4 vakion a arvoilla yht&ldn x2 + x +a =0 Jjuuret ovat yht& suuret?

Mik& on t4116in Juurien yhteinen arvo?

Mik& luku korotettuna potenssiin 3/2 antaa tulokseksi 27/8 2

Miidritid se funktio f, Jolle f'(x) = xll - x3 ja f(0) = 1.

Nelid jaetaan saman kédrjen kautta kulkevilla suorilla kolmeen yht& suureen

osaan. Laske suorien vilinen kulma O,1O:n tarkkuudella.

Helmikuun 1. pidivin&d 1980 pankkien k&yttdtilin korko nousi 4,25 %:sta 5,00
%:iin. Laske, kuinka monta 1° prosenttiyksikkdéd, 2° prosenttia korko t&l-

16in nousi.
a) Milla x:n arvoilla lauseke lg(x2 - x) - 1lg(x + 2) on mddritelty?

b) Koulut padttyvat kevdisin 31.5. tai, jos t&m& on sunnuntai, sitd edelté-
védnd pdivéand. Milla todenndkdisyydelld umpimdhk&d&n valittuna keva&nid koulu
pdédttyy lauantaina?
£ i
Mi&ritd lim =
x2*2 2x - 5x + 2

a) Vektorit a Jja b ovat pituudeltaan = 1, Ja niiden v&dlinen kulma on
MSO. Miiritd vektorin a + b pituus sekd sen ja vektorin a vélinen kulma
(tarkat arvot).

b) MiAritid se kasvava ensimmiisen asteen polynomifunktio f, joka kuvaa vadlin

[1,5] v&lille [2,4] , sekd témén kédnteisfunktio £ .

Kiyrda y = —x2 + 2x + 2 Jjasuora x —y =0 rajoittavat &d&drellisen alueen.

Laske té&méan alueen ala.

suurin arvo.

Midritad funktion f: f(x) 5



YLIOPPILASTUTKINTO 19.9.1980 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAARA

Tehtédvissd 5, 7 ja 8 suoritetaan joko kohta a) tai kohta b).

1. Mé&ritd yht&ldn xu = x3 + x2 - x = 0 kaikki Jjuuret.

2. Miiriti sen ympyrdn yhtdld, jonka keskipiste on (2,3) ja joka sivuaa suoraa

y = 2x + 2. Vﬁg
= ]
i
< "

3. Madritad 1lim
2_
X2

4., Suora y = %1( ja paraabeli y = kx2 (k > 0) rajoittavat &d#rellisen alueen

A. M&arita vakio k siten, ettd A:n ala on 3.
5. a) Midritd pisteitd A = (4,7) ja B = (-5,3) yhdistdvaltid janalta piste C
siten, ettd AC:CB = 2:3.

b) Midritid differentiaaliyhtdldn y' + 3y = 2 se ratkaisu, joka toteuttaa

ehdon y(0) = 1.

6. Suoran ympyrdkartion korkeus on h ja pohjaympyrdn sidde r. Midritid kartion
siséén piirretyistd suorista ympyrdlieridistd tilavuudeltaan suurin. Mik&

on maksimitilavuuden Jja kartion tilavuuden suhde?

7. a) Osoita, ettd funktio f: f(x) = sin-% - % on positiivinen vAlillé

0 <x < T.

b) Joukossa A = 2Z x {0} , jonka alkiot ovat siis muotoa (2n,0) (n € Z =
kokonaislukujen joukko), middritellddn laskutoimitus kaavalla (2m,0) + (2n,0)
= (2(m+n),0). Osoita, ettd kuvaus f: Z - A, f(n) = (-2n,0) on bijektio
(eli surjektio ja injektio) ja lis#ksi toteuttaa ehdon f(m+n) = f(m) + f(n).

8. a) Miiriti kompleksiluvut z, jotka toteuttavat samanaikaisesti ehdot

lz = 0,51 = |z = 1] ja Iz-il=%.

b) Laatikossa on 2 valkoista ja 3 mustaa palloa. Siitid otetaan umpimihk&i&n
kaksi palloa samanaikaisesti. Mik& on todenndkdisyys sille, ettéd 1° pallot

ovat eriviriset, 2° molemmat pallot ovat valkoisia, 3° molemmat ovat mus-—

tia?
(o)
o . . -(x+1)\n - R
9. Milla arvoilla sarja T (xe ) suppenee? Mika on ta4ll0in sen summa?
n=1 -
Tax 1 1 1
10. Osoita, ettd O < f il (5 + ... +-H) <1 - o kun n = 2,3,...

1



YLIOPPILASTUTKINTO 1.4.1981 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARA

Tehtdvissd 4, 5, 6 ja 8 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

10.

Laske | (xh - x3)dx.
-1

= 2]
Laske lausekkeen <y2 + ;E) tarkka arvo.
Ve

Ratkaise yhtdld 36x(x - 1) + 5 = O.

a) Erddn nesteen tuotanto vdheni kolmena peridkkidisenid kuukautena 10 % kunakin.
Kuinka monta prosenttia tuotanto vdheni kaikkiaan tuona aikana?

b) Laske suorien y - x =1, y + x =3 ja 3y — x =1 rajoittaman kolmion ala.

a) Monikulmiossa ABCDEA on AB = 5i, BC = -21 + 3j, CD = -61 + 3 ja

DE = 1 - Tj. Madrita pisteiden B, C, D ja E etdisyydet pisteestd A.

b) Tutkittaessa 25 tavaraerdid 18ydettiin niistd virheellisi& kappaleita seu-
raavat maarat: o, 0, 1, 0, 3, 0, 2, 0, O, 1, 2, 0, 5, O, 1, 8, 0, 5, 0, 1,

1, 6, 1, 2, 6. Esitd graafisesti eri arvojen suhteelliset frekvenssit ja mi&-

ritd tyyppiarvo, mediaani ja keskiarvo.

a) Jalkapalloilija tekee rangaistuspotkulla maalin 80 % todenndkdisyydelli.
Kuinka monta kertaa hinen on suoritettava rangaistuspotku, jotta hin tekisi
maalin yli 99 % todenndkdisyydella?

b) Ratkaise yhtdld 1lg(2x) = 2 1lg x.

Jaa luku 1 kolmeen osaan siten, ettd ensimmdinen osa on kaksi kertaa niin suu-

ri kuin toinen ja kaikkien osien nelididen summa on mahdollisimman pieni.

a) Kuinka monta kuutiometri& maata on poistettava, kun kaivetaan 60 m pitka
oja, Jjonka tasainen pohja on 10 cm leved ja 80 cm syvyydelld maanpinnasta ja

. 2T e ® .
sivuseindmit ovat LO kulmassa vaakatasoon ndhden?

) MBaritd lim (—2= & =2 10).
X - 2 Iy - 2x
X2

Milld a:n arvoilla yht&l8lld a(x + 1)2 = x2 + 1 on tédsmdlleen yksi juuri?

2
. -2x%
Mitkd arvot saa funktio f: f(x) = 3x , kun -3 <x < 2?9



YLIOPPILASTUTKINTO 1.4.1981 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAARA

Tehtédvissd 6, 7 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

107

Maarita cos Lx, kun cos x = %.
" . el
Ratkaise epéiyhtdld — < - IxI.

M&aritéa vakiot a ja b siten, ettéd
i
F(x) = [ (ae” + b) dt

tayttidd ehdot F(1) = 0 ja F(2) = 1.

Ma&ritéd sen suoran yht&dld, joka puolittaa x-akselin ja suoran i 1 va-

| e

lisen ter&dvén kulman.
Osoita, ettd yht&dl6l1ld& x - 1ln x = 0 ei ole reaalijuuria.

a) Laske k&yrén y2 = x(x - 2)2 rajoittaman &&rellisen alueen pinta-ala.
Piirrad k&yréd pddpiirteittéin.

b) Vektorit a =1 - J +2k, b =21 + 3] -k jac = -1 + j + 3k ladhtevdt ori-
gosta. Laske niiden klrkipisteiden md&r&&dmén kolmion ala.

3

a) Osoita, ettd yhtdldlld x° + x + 1 = 0 on yksi ja vain yksi reaalijuuri.
Madritd tamédn juuren likiarvo l4:n desimaalin tarkkuudella ja selosta lyhyesti

kdyttadmdsi menetelmi.

e I _2 e . . -
b) MA&ritd yht&1ldn z + z° = 0 kaikki nollasta eroavat ratkaisut. Osoita, ettd

ndmé ovat tasasivuisen kolmion k&rkin&d kompleksitasossa.

Puolisuunnikkaassa on kolmen sivun pituus a. Ma&4rit& neljédnnen sivun pituus

siten, ettd puolisuunnikkaan ala on mahdollisimman suuri.

a) 51 on pallo, jonka keskipiste on O ja Jjonka side on 1. Piste O on R-s&tei-
sen pallon 82 pinnalla. MA&ritd nédiden pallojen yhteisen osan tilavuus Ja té-

mén raja-arvo, kun R - oo,

%) Arpajaisiin on hankittu 10000 arpaa, joiden Jjoukossa on 100 voittonumeroa.
Montako arpaa vadhintd&n on nostettava, jotta todenndkdisyys sille, ettd saa-

taisi ainakin yksi voitto, olisi > 0,5 ?

= "
<L = §-s1ten, etta

(%) =-%(1 - \:1 N ) , kun x # 0, ja f(0) = 0.

Funktio f midritell&ddn valillad -

n|—

Madritd £'(x). Milld muuttujan x arvoilla on -1 < f(x) < 1 ?



YLIOPPILASTUTKINTO 25.9.1981 MATEMATTITIKKA, LYHYT OPPIMAARA

Tehtdvissd 5, 6, 7 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

10.

Ratkaise yhtdld (2—x)2 = I,

Miiritd se funktio f, jolle f'(x) =

|-

Ratkaise epdyhtdld x(x+8) + 16 < 0.

Ma&ritd funktion f: f(x) = xh - hx3 + 1 suurin ja pienin arvo valillé

~-1< x < b,

a) Tasakylkisessid kolmiossa, jonka ala on 240 cm2, kyljen suhde kantaan on
13:10. Laske kolmion kanta Ja korkeus.
b) Tavaran hintaa nostettiin ensin p % ja alennettiin sitten 2p %. T&116in

saatu hinta oli 94,5 % alkuperiisestid. MaAritd p.

a) Tehtaan valmistamien ruuvien pituudeksi ilmoitettiin 100,0 mm. Kymmenen
ruuvin otoksessa o0li seuraavan pituiset ruuvit:
99,2 98,6 100,1 98,8 98,7 98,5 99,0 98,5 100,2 Jja 98,4 mm.

Laske otoskeskiarvo x ja -keskihajonta s Mitd arvelet t&min otoksen pe-

n-1°
rusteella tehtaan ilmoittamasta pituudesta?

b) Nelikulmiossa ABCD on AB = a, BC = b ja CD = - %—E. Olkoon sivun AB keski-
piste R, BC:n S, CD:n T ja DA:n U. Miiritd vektorit RT ja US seki
RT + U ja RT - US. Vertaa tuloksia nelikulmion lavistdjdvektoreihin AC Ja BD.
. A . e 1981 99 e .

a) Tiedetddn, ettd (V1T - 3) > 7,6-1077, Tutki t&m&n nojalla, onko

v 198l 00
(ViT - 3)"7%% 5 10100,

1-2x

b) Ratkaise yhtdld 2x+10 = 128.

Kuinka korkea on (tilavuudeltaan) suurin niistd suorakulmaisista sirmidisté,
joiden kokonaispinta-ala on 200 cm2 ja Joiden pohjan pituuden ja leveyden suh-
de on 3:1 7

x2 =55 = 2

a) Midritd lim
x-1 Vx - 1

b) Neljdlle henkildlle arvotaan nelji tehtdvad siten, ettd kukin tehtidva arvo-

taan muista riippumatta Jollekulle. Milld todenndkOisyydelld kukin saa tédsmil-

leen yhden teht&vén?

Suorakulmaisen huoneen 275 cm pituista seind& varten valmistettiin mahdollisim-—
man tarkasti sopiva jalkalista. T&t4 varten sahattiin ensin hiukan liian pitk&

lista, jolloin se lattiaa pitkin paikalleen sovitettaessa jdi toisesta p&&st&én
16,0 cm pAdhdn nurkasta. Paljonko listaa oli vield lyhennettdvd (vastaus 0,1 mm

tarkkuudella)?



YLIOPPILASTUTKINTO 25.9.1981 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAARA

Tehtdvissid 7 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

10.

n
3/2 6
Miiritd lausekkeen 2 V3 a / - a3 tarkka arvo, kun a = V3 .

Ratkaise yht#dlopari x2 =Xxy; X -y = 1.

Laske sen didrellisen kuvion pinta-ala, jota rajoittavat kidyridt y = x2 ja

3
y = x .
Osoita, ettd xVxZ + 1 + In(x + sz + 1 ) on funktion 2/;2 + 1 integraali-
funktio.

Mikd on laajin joukko, jossa V1 + x - 1 - %—méérittelee funktion? Milld x:n ar-
voilla tdmd funktio on kasvava?

Suunnikkaan ABCD sivulla BC oleva piste E jakaa BC:n siten, ettd BE:EC = 1:2,
Missd suhteessa AE jakaa ldvistdjdn BD?

a) Osoita oikeaksi kaava cos 3t = 4cos3t - 3cos t. Osoita tdmdn nojalla, liki-

arvoja kidyttdmdttd, ettd x = cos g on kolmannen asteen yht&dldn

8x3 - 6x -1 =0 juuri.
b) Kaksitoista henkil6d asettuu jonoon umpimdhkdisesti. Milld todenndkdisyydel-
14 henkildt A ja B asettuvat niin, ettd heiddn vdlissdidn on korkeintaan kaksi

henkilo&d?

Ratkaise epdyhtild I%-— 1| <k, kun 0 < k < 1.
3

ax X~ + b
+

a) Lauseke g
(x - 1)

5 mddrittelee jatkuvan funktion arvoilla x # 1.

Miten vakiot a ja b on valittava, jotta kyseinen funktio voitaisiin saada jat-

kuvaksi mySs pisteessd x = 1?
3
A ee o2 s . -1 . ..
b) Funktio f mddritelldin seuraavasti: f(x) = 55————, kun x > 0. Osoita, ettd
x + 1

- 1!
kddnteisfunktio f 1 on olemassa, ja mddritd (f 1) Q).

Mddritd polynomin (3x - 1)6 + (2 - 5x)6 suurin arvo vdlilld 0 € x £ 1.



YLIOPPILASTUTKINTO 31.3.1982 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARA
Tehtdvissd 5, 7 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

+ X

1
1. Maaritd lausekkeen f1 arvo sievennettynéd, kun x = % ‘
X + 1
2. Ratkaise yhtdld (x + %)(x - %) = 6.
3. Miaritd se funktion x3 - X 1integraalifunktio, joka saa arvon 1 pisteessé

x = 1.

L. Pisteiden (2,1) ja (-2,6) kautta kulkeva suora sekd koordinaattiakselit ra-
joittavat kolmion. Mia&ritéd kolmion pinta-ala ja hypotenuusan pituus (liki-

arvo kahdella desimaalilla).

5. a) Positiivinen luku a kasvaa 25% ja saatu luku pienenee 25%. Montako pro-
senttia viimeksi saatu luku on lukua a pienempi?
b) Laatikossa A on 3 valkoista ja?2 mustaa palloa sekd laatikossa B 4 val-
koista ja 4 mustaa palloa. Laatikosta A siirret#din yksi pallo laatikkoon B.
Tdmén jédlkeen otetaan laatikosta B yksi pallo. Mill&d todenn&kdisyydelld téa-

mé pallo on valkoinen?

6. Maadritad ne x:n arvot, joita vastaavat paraabelin y = x2 + x pisteet ovat

suorien y = 0 ja y = 2 valissa.

7. a) Vektorit a = 31 + 3 Jia b =i - 23 ovat suunnikkaan viereisinad sivuina.
Laske léavistdjien vidlinen terdvid kulma (likiarvo yhdelld desimaalilla).
b) Nelidn A sivu on a. Nelid B saadaan kiertdmidlli nelidtid A MBO keskipis-

teensd ympdri. MdAritd monikulmioiden A UB Jja A N B pinta-alat.

A, . . 2 v v e
8. Milld x:n arvoilla funktio f: f(x) = x3 + X - 5x on vadhenevid ja milla
kasvava? Tutki t#&min perusteella, kumpi funktion arvoista f(-1,66666T) Jja

£(-1,666663) on suurempi.

. . 2 2 . . . .
9. Suora y = ax leikkaa paraabelin y = a x origossa O Ja pilsteessa A se-
kd paraabelin y = x2 origossa ja pisteess&d B. MdAritd a siten, ettd jano-

jen OA ja OB pituuksien suhde on 1:b4.

10. a) Muodosta funktion f: f(x) = V2x - 1 erotusosamidri pisteessd x = 2.
Madritd t&man avulla f'(2).
b) Midritd likiarvoja kéayttadmattd funktion f: f(x) = (x - 1)(x - 2)(x - 3)

suurin ja pienin arvo valilli [0,3].



YLIOPPILASTUTKINTO 31.3.1982 MATEMATTITKKA, PITKA OPPIMAARA

Tehtdvissad 3, 7, 8 Jja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

10.

Ratkaise yhtald (x2 + 1)2 -—(x2 - 19)2.
/2
Laske f (cos x + cos 2x + cos 3x)dx.
0]

X s - . .
xe ensimmalsen Ja tolsen derivaatan nolla-—

a) Madriti funktion f: f(x)
kohdat.
b) Ratkaise yhtdld x + Vx - 2 = 0.

. 1 . D
Miiritd lausekkeen (3%)Y - (—)X(ljy tarkka arvo, kun x ja y ovat yht#éldn

o 3 3
x + 2x - 1 = 0 juuret.
. B o 2 2 2.2 .
Ratkalse epayhtald a + x < 1 + a x , kun vakio a toteuttaa ehdon
1% dal <1, 2° lal > 1, 3° lal = 1.

Mitkd kompleksitason pisteet z toteuttavat yht&ldén iz + z + 1 + i =0 ?

a) Suoran ympyrdkartion pohjan sdde on R ja korkeus H = 3R. Kartion sis&én
on asetettu ympyrdlierid, Jjonka akseli on kartion akselin osa. MiAriti lie-
ridn pohjan sdde x siten, ettd lieridn vaipan ja pohjien alojen summa on
mahdollisimman suuri.

b) Olkoot f: A - B ja g: B -> A sellaisia kuvauksia, ettid (gof)(x) = x

kaikilla A:n pisteilld x. Osoita, ettd f on injektio (so. f(x) = f(y) = x =
Ja g surjektio (so. g(B) = A).

a) A Ja B heittivédt noppaa. Jos pisteluvuksi tulee kuusi, maksaa A B:lle

x~ markkaa, kun taas muussa tapauksessa B maksaa A:1lle x markkaa. Milld x:n
arvoilla A:n voiton odotusarvo (keskiarvo) on positiivinen, Jja milloin se

on suurimmillaan?

b) Madritd kayttidméttd likiarvoja funktion f: f(x) = 8cos x + 15sin x - 17

suurin Ja pienin arvo valilla [0,2m].

Suora 1 leikkaa kdyrdn y = x3 = VE;JE origossa sek& pisteissd A ja B. Pis-—
teisiin A Ja B piirretyt klyrdn tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan vas-

taan. Mik& on l:n yht&ld?

2 P

. = e (B e - 1 R . .
a) Osoita, ettd yhtdlolla e R 7} = 0 on tasmalleen kaksl reaali-
Jjuurta.

. s - - 1
5 = = — + =

b) Lukujono (xn) médritellddn seuraavasti X4 0, X = 5X 4 Ty n
1,2,.... Johda lauseke luvulle X ja madaritd 1lim x

n - co



YLIOPPILASTUTKINTO 22.9.1982 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARA

Tehtédvissd 5, 7 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

10.

Mddritd sen kolmion ala, jota rajoittavat koordinaattiakselit Ja suora
2x + 3y - L = 0.
6

Laske | 6x(x - 1)ax.
-2

Ratkaise epayhtdld 2x(3 - x) + 2(x - 1)2 > 3(x - 2).
Ratkaise yhtdldpari xV2 - yV3 = 0, xV3 + yV2 = 5.
2

(x2 - 2xy) (¥~ - 2xy)

a) Kirjoita lauseke yksinkertaisimpaan muotoon Ja las-

xy3 - hx3y
ke tdtd kdyttden lausekkeen tarkka arvo, kun x = 0,04 ja y = - 0,01.
b) Ratkaise yhtdld 3¥ = 4 (likiarvo 3:n desimaalin tarkkuudella).
2
)

MiaZritia funktion f: f(x) =2 - (x - 3 suurin ja pienin arvo valilla

[-3,2]. Missd tdmin vilin pisteessd funktio saa arvon nolla?

a) Kolminumeroisen luvun numerot valitaan joukosta {1,2,3,4,5,6} arpanopalla.
Laske, milld todenndkdisyydelld saatu luku on suurempi kuin LSO,

b) Ympyrdnsegmentin jidnne on 6 ja korkeus 2. Laske vastaava keskuskulma.

Miiritad pienin positiivinen kokonaisluku n, jolle tulo VnV2V3VLVS5VEVT on

kokonaisluku.

a) Suunnikkaan yhten# sivuna on origosta léhtevd vektori i + 3j Jja yksi
kdrki on pisteessa (3%,-1%). Maadritad muut kirjet.

b) Oheisessa taulukossa on kuvattu rahanarvon muuttumista (tukkuhintaindeksin
mukaan laskettuna) vuoden 1963 rahanuudistuksesta alkaen. Vuosiluvun alla ole-
va kerroin osoittaa, miten ao. vuoden markka on muunnettavissa vuoden 1980 lo-

pun markoiksi.

1963 1964 1965 1966 1967 1968 1969 1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977
4,30 4,00 3,82 3,74 3,64 3,28 3,16 3,04 2,89 2,67 2,27 1,82 1,61 1,Lkb4 1,30

1978 1979 1980
1,24 1,14 1,00
MinZ vuonna inflaatio eteni nopeimmin (eli rahan arvon suhteellinen muutos

0li suurin)?

YT o . 5 . . 2 .. .
Maarita a siten, etta x-akselin, kayrany = x - x + 1 sekd suorien x = a

Ja x = a+ 1 rajoittaman alueen ala on mahdollisimman pieni.



YLIOPPILASTUTKINTO 22.9.1982 MATEMATITKKA, PITKA OPPIMAARA

Tehtdvissad 4, 6 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta Db).

i

w

\n
.

10.

Ratkaise yht&dld 3x = 3 + [2x - 3].
OVvk
‘/k3

Laske [ (¥ + e *)€ax.

Laske lausekkeen logk (k > 1) arvo.

a) Janne jakaa ympyran kehdn osiin, Jjoiden suhde on 1:2. Mik&d on Jjanteen

ja ympyran halkaisijan suhde? (Ei likiarvoja).

b) Vektoreiden OA = a Jja 0B =% kdrkipisteiden A ja B kautta kulkevalta

. . . . - .. _’ .. ve . L
suoralta on maaritettadvad piste C siten, etta ICBI:ICAl = 3:5. Mi&riti vek-
-

toreiden a ja b avulla kaikki ehdon tadyttavat vektorit OC.
2
L 9

Mitd arvoja funktio f: f(x
1 + x

, X €ERN{-1} , ei voi saada?

a) Olkoon z = x + iy kompleksiluku ja z sen liittoluku. Osoita, ettd

z + z ja zz ovat reaalisia. Maaritd kaikki kompleksiluvut z, jotka toteutta-
vat ehdon z + z = zz. MAAritd ndista kompleksiluvuista se, Jolla y on mah-
dollisimman suuri.

|x2 - 1] -1

Ix|

b) Maadritid lim
x =0

T .. g = 1 2 .
Piirrd epadyhtdldiden 0 < x < 12, y >0, y 5-Tg(x - L))"+ 8 Jja

y > 3x - 24 méirittelemd alue sekd laske témin alueen pinta-ala.

. 1.2 . .. v
Paraabelin y = 5 X Ja suoran y = 2 rajolttama alue pyorahtaa suoran y = 2

ympari. Laske syntyneen pyOrdhdyskappaleen tilavuus.

a) Toisen asteen yht&dldssa x2 + px + g = 0 toteuttavat umpimédhk&an valitut
reaaliset kertoimet p ja q seuraavat ehdot: Ipl < 1 ja lql < 1. Mill&d toden-

nédkodisyydelld molemmat Juuret ovat positiiviset?
b) Maadritad lausekkeen sin(2x + %) tarkka arvo, kun tan x = 2.
Suorakulmiossa ABCD on AB = DC = 4 ja AD = BC = 2. Olkoon E sivun AD keski-

piste. Sivulta AB on md&ritettdva piste X siten, ettd murtoviivan EXC pituus

o .. .. o .. .
on 1 mahdollisimman pieni, 2 mahdollisimman suuril.



YLIOPPILASTUTKINTO 25.3.1983 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARA
Tehtédvissd 5, 9 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).
1. Olkoon P(x) = I — ja P'(3) = 7. Maarita a.

2. Ratkaise yhtdld (3 - 2x)(3x + 5) = 5(7x + 9).

e . . . 2 1
3. Miariti sievennetyssid muodossa polynomifunktion gﬁf3+ >
kun x = V3, ja laske sen kolmidesimaalinen likiarvo.

L. Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat paraabeli y = (x - 2)7 + 1 Ja

suorat x =0, y =0 ja x = 3.

5. a) Olkoon a

51 +2j ja b =31+ U4j. Laske vektorin c = La - Sb  pituus.
Onko vektori c¢ kohtisuorassa vektoria a vastaan?

b) Suoran nelidpohjaisen pyramidin pohjanelidn sivu on T m ja pyramidin kor-

keus 12 m. Laske pyramidin sivusérmén pituus Ja kaltevuuskulma pohjan suhteen

(vastaukset kahden numeron tarkkuudella).

6. Minid vuonna viereisen taulukon mukaan Taulukkol.Suomenmaatalouden rakenteen kehitysta ilmaisevia lukusarjoja.

. _ ' - Maa- ja metsatalouden Tilojen luku- Tilojen keski-

Suomen koko peltopinta-ala oli suu Vuosi osuus tydvoimasta % maara 1000 kpl peltoala ha
rimmillaan, ja kuinka suuri se sil- 1920 n. 70 184.9 10.89
1930 n. 60 209.1 10.74
loin 01i? Kuinka pitk& olisi sellai- 1941 49 207.4 11.07
1950 42 261.8 9.29
nelidn sivu, jonka alana olisi 1959 34 284.6 8.91
e 0 1969 23 263.7 9.94
N1 2 1972 19 246.6 10.35
HELa S CRtea La 1975 15 225.3 10.95
= 3 1978 13 211.2 11.54
(Lahde: Vuoden 1983 Almanakka) 19%0 i D000 T

7. Palkankorotukseksi esitetddn 3,5 prosenttia ja kuitenkin vdhintddn 0,77 mk
tunnilta. Kuinka suurilla tuntipalkoilla korotus maksettaisiin prosentuaali-

sena?

8. Puoliympyrilld P ja ympyrdllid Y on samanpituiset piirit (= a). Kuinka monta
prosenttia pienempi P on alaltaan kuin Y ? (Vastaus 0,1 prosenttiyksikén tark-

kuudella. )

. / 2 . e ey
9. a) Milld x:n arvoilla lauseke 3 - 2x - x on reaalinen? Maarita lausekkeen

suurin ja pienin arvo, kun -3 < x < 2.

b) Luokkakuvaan tulee 30 oppilasta. Jokainen oppilas muista riippumatta ri-
piyttdd silmid&n keskimlirin joka kymmenes sekunti. Hadiritsevd liike kestdi

0,2 s. Milld todenn&kdisyydellid kuvassa kukaan el rapiytd silmidin?

x2 + 2x - 8

2X2 - 5x + 2

10. a) Funktio f mi#iritelléln seuraavasti: f(x) = , kun x > 2, Ja

f(x) = x + a, kun x < 2. Tutki, voidaanko luku a valita siten, ettid funktio
f on kaikkialla Jatkuva.

. . Lo, - . .
b) Tutki, kuinka monta numeroa on luvussa 35 Ja mitka ovat luvun kaksi ensim-

midistid ja kaksi viimeist&d numeroa.



YLIOPPILASTUTKINTO 25.3.1983 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAARA

Tehtédvissd 3, 4, 7 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

115

10.

e
Laske | (V& * —) (Vx + )i,
1 Vx Vx
R T 2,2 2 e
Madritd yhtdlon (1 + x +x°)” = 1 + x + x° reaalijuuret.
a) Maaritid x, kun sin 2x =-% ja -E < X < g-.

b) Erddnd viisivuotiskautena 1000 markan talletus kasvoi korkoa 5% vuodessa.
Samana aikana hinnat nousivat 7% vuodessa. Kuinka monta prosenttia talletuksen

reaaliarvo aleni tuona aikana?

a) Jaa vektori a = 21 - 53 kahteen kesken&&n kohtisuoraan komponenttiin, jois-—
ta toinen on suoran 3x — y + 2 = 0 suuntainen.

b) Tasasivuisen kolmion, jonka sivut ovat = s, sis&din on piirretty kolme
r-sdteistéd ympyrdd, jotka sivuavat toisiaan pareittain. Lisdksi kukin ympy-

roistd sivuaa kahta kolmion sivua. Mdarita suhde r:s.

e = 2 2 e e .. . o .
Madritd ellipsin x + by~ = U sisidln piirretyistd suorakulmioista se, jonka
piiri on pisin.

2y
. e e ] 1
Ratkaise yhtdlopari x v - 2 fas (%;) =5

. n n e 2 I . .. .
a) Todista, ettd yhtdlolld x - Vx = 1 =0 on tasmidlleen yks1i reaalijuuri,
ja médaritd Juuren arvo kolmen desimaalin tarkkuudella.

b) Maadritd kdyrid y = f(x), jolla on seuraavat ominaisuudet: 1° Kéayrén pistee-

1

seen (t,f(t)) piirretty tangentti leikkaa x-akselin pisteessad (t + E—,O), kun

t # 0, ja on vaakasuora, kun t = O. 2° Kiayria kulkee pisteen (1,1) kautta.
Piirra kayra.

(o)
Milld x:n arvoilla sarja £ (1 - 2cos x)° suppenee, ja mikd on tdlldin

n=0
sen summa?

a) Olkoon I x-akselin jana [2n,2n+1]. Tason pisteestd (0,1) piirretdin suo-

ra, joka muodostaa x—akselin kanssa umpimdhk&édn valitun kulman &. Mill&d toden-
: ?

o T Tgo Iy da I,

b) Osoita, ettei taso, jonka miArd&dviat origosta lidhtevien vektoreiden

a=xi +j+k, b=1+(x+1)]J+k Jja c =1+ ]+ (x+#2)k kirjet, millésn

nidkdisyydelld suora kohtaa Jjonkin Jjanoista I

x:n arvolla ole vektorin v =1 - 2j + k suuntainen.

2
nx + 1

Maaritda f(x) = lim fn(x), kun fn(x) =

n—»>oo

ja x € [0,1]. Piirrid funk-

tioiden f

1
> f1O ja f kuvaajat. Laske In = | fn(x)dx ja madriti lim Irl
0

n-—>o

! .. " .
nojautuen siihen, etta 1lim — 1ln x = O.
x-)m:x



......

YLIOPPILASTUTKINTO 16.9.1983 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARA
Tehtdvissd 4, 8 ja 9 kdsitellddn joko kohta a) tai kohta b).

1. Ratkaise epadyhtdld '%(x - 2) >-%x -1.

2. Ratkaise yhtdld (x - 1)(x -2) = 3(x - 1).
3. Madritd polynomifunktion x3 + 3x + 5 derivaatan pienin arvo.

4. a) Tasasivuinen kolmio jaetaan yhdestd kdrjestd piirretyilld suorilla kolmeen
yhtdsuureen osaan. Mddritd ndiden suorien vilinen kulma kahden desimaalin tark-

kuudella.

b) Lukion eri luokilla annettujen arvosanojen lukumiddridt ja keskiarvot on mer-

kitty oheiseen taulukkoon.

arvos. lkm. 408 387 396 364 375 328 2k2 217 229

keskiarvo 7,21 7,36 7,16 6,92 6,81 7,03 7,74 7,82 7,69

Laske kahden desimaalin tarkkuudella kaikkien lukiossa annettujen arvosanojen

keskiarvo.

3

5. Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kdyrdt y = x~ ja y = -x2.

6. Vektorit -1950 i+ 992.3 Jja 4i ovat kolmion sivuina. Mddriti kolmion ala.

7. Ma&arita kdyrdn y = x3 + x niiden tangenttien yht&dldt, jotka ovat suoran

y = bx suuntaiset.
8. a) Laske kdyttémidttd likiarvoja 1lg 250 000 000 - 1lg 0,000 000 000 025.

b) Kolmea arpanoppaa heitetdin yhtd aikaa. Millid todenndkdisyydelld saadaan

tdsmdlleen kaksi kuutosta?

9. a) Osoita, ettd I3x - 1| + I3x - 2] > 1 kaikilla x € R. Milld x:n arvoilla

yhtdsuuruusmerkki on voimassa?

b) Olkoon funktio f midritelty vdlilld [-1,5] siten, ettd f(x) = 3x - L.
Millid muuttujan arvoilla on mi&ritelty funktion f k&&nteisfunktio f—1, min-
kd arvon kddnteisfunktio saa arvolla 8 ja milld muuttujan arvolla kiidnteisfunk-
tio saa arvon 0 ?
1

10. M&dritd funktion f: f(x) = suurin ja pienin arvo vililla

3 2
[-2,2]. xT - 3x - 9x+ 25




YLIOPPILASTUTKINTO 16.9.1983 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAARA

Tehtédvissd 3, 4, 5 ja 8 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1
1. Laske J (x-x
1/2

).

2. MiAritd vakiot A ja B siten, ettd funktio f: f(x) = Ax + Bcosmx toteuttaa

1y o B iy =
ehdot f(2) =2 3 I (=) = 0.

3. a) Ratkaise yhtdld 1 + W1 - x = hx.

b) Mi&ritd ne x:n arvot, joilla polynomifunktio G = 7x2 - 1 saa saman ar-
von kuin arvolla x = 1.

[ 14+x| + |3+x| + x
x(lxl - 2)

4. a) Sievennid lauseke f(x) = , kun -3 < x < -1, sekd mddriti

lim f(x).
X o -2

b) Laske la + 2bl, kun lal = 1, Ibl = 3 ja I13a + bl = 2/6.
5. a) Todista: Ix +-%|.3 2, kun x # O.

b) Milli véalin [O,m] osavdlilld funktio f: f(x) = sin(2x - %) on vdheneva?
6. Mikd kKdyrédn y = e—x, x > 0, tangenteista rajoittaa koordinaattiakselien kanssa

mahdollisimman suuren kolmion, ja mik& on t&m&n kolmion ala?

7. Funktio f: R 2R on parillinen (so. kaikilla x €R f(-x) = f(x)) ja derivoi-
tuva. Osoita, ettd f'(0) = O.

8. a) Milld t:n arvoilla origosta lihtevien vektoreiden a = bi + 3] + 2k,

b=i-j+k ja c=1t(1+73)+k kirjet mddraivit suorakulmaisen kolmion?
wow w2 . : . o s

b) Yhtdldssd x - px + g = 0 p ja q ovat alkulukuja, ja yhtdldn juuret ovat
luonnollisia lukuja.Mitkd lukuparit (p,q) voivat esiintyd yhtdldssd ja mitkid
ovat vastaavat juuret?

9. Todista: X+ e 2= x2 > 0 kaikilla x €IR.

10. Milld a:n arvolla k#yrd y = 2 cos ax (a > 0) Jjakaa suorienx = 1, x = -1,

y =1jay=-1 rajoittaman nelidn kolmeen yht&suureen osaan?



YLIOPPILASTUTKINTO 30.3.198k MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARK
Tehtdvissa 4, 7, 9 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

/ 8
1. Laske lausekkeen a2 + b2 tarkka arvo, kun a = 2, b = 3 -

2. Ratkaise yhtaldt 1° x(3 - x) =0 ja 2° x(3 - x) = -10.

1
3. M#&ritd vakio C siten, ettd integraalin [ (Lx + C)dx arvo on 1.
-1

4. a) Oppilaan todistuksen keskiarvo x on laskettu kymmenest&d oppiaineesta. Jos
h&n nostaisi neljdn oppiaineen arvosanaa, kutakin yhdelld numerolla, tulisi
keskiarvoksi 8,0. Madriti x.

b) Kolmiossa ABC sivu AC = 6,0 cm, kulma ABC = 90° ja kulma BAC = 50°. Laske
sivut AB ja BC millimetrin tarkkuudella.

5. Erés virkamies saa peruspalkkaa 5000 mk kuukaudessa ja lisfksi viisi ik&lis&&,
joista ensimmiinen on 6 %, toinen 6 %, kolmas 5 %, neljds 4,5 % ja viides 4 %.
Mik& on virkamiehen loppupalkka, Jjos 1° jokainen ik&lis& lasketaan peruspal-
kan perusteella, i jokainen ik&lis& lasketaan peruspalkan ja aikaisempien
ik8lisien yhteismi&radn perusteella? |

. n 2 . . 2 S
6. Paraabeli y = %5(1 - x°) Jjakaa ympyrén x2 +y = 1 rajoittaman alueen kahteen

osaan. MA&ritd suuremman osan suhde pienempéén.
2

7. a) Laske [ Ix - 1ldx.
0

b) Luvusta 100 vdhennet#in sen kolmasosa, jidljelle jédvidstd luvusta jdlleen sen
kolmasosa Jne. Kuinka paljon alkuperdisestd luvusta on jédljelld 1© kymmenennen,

o) = o ; ;s
2 sadannen vdhennyskerran jalkeen? Vastaus kolmen merkitsevan numeron tarkkuu-

della.

8. Teollisuusrobotti voidaan sd&dtdi valmistamaan 100 - 300 koneen osaa tunnissa.
Virheellisten osien prosentuaalinen osuus on suoraan verrannollinen valmistus-
nopeuteen. Kun nopeus on 100, virheprosentti on 20 %. Milli nopeudella robotti

tuottaa eniten virheettdmi&d osia?

9. a) Suunnikkaassa ABCD AB = 21 Jja D=1+ 5: Sivulta AB valitaan piste X jJa

- L .2 ; -
sivulta DC piste Y siten, ettd XC = AY Ja vektori XY on kohtisuorassa vektoria
1 vastaan. Madriti vektori AX.

b) Luokan oppilasméirid on 32. Milld todenn&kdisyydellid ainakin kahdella oppi-

laalla on sama syntymdpadivad? (Karkauspidivdd ei oteta huomioon.)

10. a) Osoita kiyttidmittd likiarvoja, ettd /£1h + 16x + bx® = 6l - V323L | kun
x = =30 + /1056.
b) Kahden kaupungin védlinen etdisyys on 100 km. Kaupunkeihin rakennetaan yhté
korkeat antennitornit. Miten korkeita tornien tulisi olla, jotta saavutettaisiin

suora nékdyhteys? Maapallon side on noin 6380 km. (Vastaus metrin tarkkuudella.)



YLIOPPILASTUTKINTO 30.3.1984 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAARA

Tehtdvissd 4, 6, 8 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

10.

? Missid pisteessid lauseke saa

[e)\\¥]

3 . .
t =]
2 R saa pisteessi x
arvon KT ? Tarkat arvot.

Mink& arvon lauseke

A 2 e ; o X X

Ratkaise yhtdldt 1° (ex = Tl = F) =0 ja 27 (e - 1)(e" - 3) = 3.

n/2

. 2
Laske | (cos x + sin x)7ax.
0

a) Sahkdyhtid veloittaa sdhkOstd kiintedn perusmaksun 300 mk vuodessa ja lisdk-—
si 0,275 mk kilowattitunnilta. Milla valilld vaihtelee kilowattitunnin koko-
naishinta sellaisessa taloudessa, jossa vuotuinen kulutus vaihtelee 3000 ja

4000 kilowattitunnin v&A1i1l1&?

b) Mairitid ne hyperbelin x2 = y2 = 16 pisteet, jotka ovat ldhinni pistettd
(0,6).
Osoita, ettd funktio f: f(x) = %(ex + e ¥) toteuttaa kaikilla reaalilukupa—

reilla (a,b) yhtdldn f(a+b) + f(a-b) = 2f(a)f(b).

a) Tuotteen hinta nousi p %. Korotuksen jidlkeen sitd saa samalla rahamiddralli
9 % vdhemm&n kuin ennen korotusta. Maadritid p yhden desimaalin tarkkuudella.
b) Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat suorat x = 0, x = 2, y =0 Ja
3x

2x2 + 1

kdyrd y =

cos x + 1 sin x
cos x - 1 sin x

M&&ritd kaikki reaaliluvut x, joilla = cos 2x + 1 sin 2x.

a) Erdin tehtaan valmistamien hehkulamppujen kestoajan jakaumalla on tiheys-
funktio f:
60,25 - (t - 1,5)2] , kun 1 <t <2,

f(t) = {
0 muualla

(muuttuja t ilmaisee ajan tuhansina tunteina). Milld todenndkdisyydelld tal-

lainen lamppu palaa vdhintddn 1300 tuntia?

b) Osoita, ettd ympyroilla x2 + y2 - 2ax + 2ay = 8a + 8 on yhteinen tangentti

vakion a saadessa kaikki reaaliarvot, jotka ovat # -2. Mikd on t&mé&n tangentin

yhtdls?
a) Maadritd jokin sellainen luku h (> 0), ettd

T - 11 < 1003, kun Ixl <

=g

b) Origosta ldhtevien vektoreiden a =1 + 2j + 3k, b =21 - j - k Jja
¢ =-21 +j - k kirjet madraddvdt tason. Laske origon etdisyyvs tédstd tasosta.

b
Madritd funktion f: f(x) = [ (Itl - |t - 1])dt suurin ja pienin arvo vdlilla
0

[-1,3].



YLTIOPPILASTUTKINTO 26.9.198L MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARA

Tehtdvissad L4, 5, 6 ja T ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

10.

Ratkaise epiayhtdld 3(x + 4) < 12(15 + 2x).

Laske suorien 2x - 5y + 6 =0 Jja x +y - 3 =0 leikkauspisteen etdisyys
origosta.

5

Milld x:n arvoilla funktion f: f(x) = x* - 10x - x + 9 derivaatta saa

arvon -1 ?

B e e 2 ; :
a) Midrita kiyrdlle y = x - x suoran x +y - 2 = 0 suuntainen tangentti.
Piirréd kuvio.

-2 +21n3

b) Sievennd e Ja laske té&m&n likiarvo kahden desimaalin tarkkuu-
della.
a) Laske kdyrdn y = (x2 - 1)2 ja x-akselin rajoittaman alueen ala.

b) Puolisuunnikkaan ala on 30, sen yhdensuuntaisten sivujen pituudet ovat
6 ja 9 ja toisen erisuuntaisista sivuista pituus 5. Kuinka pitkd voi olla

neljés sivu?

a) Olkoon 61 = -5i - 93 Ja 0B = 71 + 73: Janalta AB on etsittivi sellai-
nen piste C = (x,y), ettd AC = % AB.

b) Tavaran hinta nousi er##ni vuonna 15 % ja seuraavana vuonna vield 5 %,
jonka jélkeen sen myyntihinta oli 395 mk. Mik& oli tavaran hinta ennen ensim-

midistd korotusta? (Vastaus 1 markan tarkkuudella).

A . . 2 L s -
a) Milld x:n arvoilla funktio f: f(x) = 1g(20x~ - x ) on madritelty? Mitka
arvot funktio saa?
b) Tutkittaessa kahden suureen x ja y védlistid riippuvuutta saatiin mittaustu-

loksina seuraavat arvoparit (x;y):

(630; 238), (9,5; 1,8), (3,0; 5,7)3 (7,0; 2’)4), (1230; 1,h),
(1,9 8,8), (1,25 14,1), (2,25 7,8), (14,03 1,3), (L4,3; 3,9).

Piirrd vastaavat pisteet xy-koordinaatistoon ja p&&ttele, mink&tyyppinen
x:n ja y:n vdlinen riippuvuus voisi olla. Mik& olisi t&m&n mukaan arvoa

x = 20 vastaava y:n arvo?

Suoran ympyré&pohjaisen kartion sivujana on s. M&&ritd kartion korkeus siten,

ettd kartion tilavuus on mahdollisimman suuri. Kuinka suuri tami tilavuus on?

Kymmenelle henkildlle arvotaan viisi teht&vA&d. Arvontaa suoritettaessa unohde-
taan poistaa jo tehtivin saaneitten nimet. Kuinka suuri on todennékdisyys, et-

t4 tehtidvat tdstd huolimatta tulevat eri henkildille?

Aurinko ndkyy levyn&, Jonka halkaisija on O,BO. Kuinka korkealla lensi 70 m
pitk& lentokone, Joka nfkyil 45° norisontin ylédpuolella suoraan sivulta ndhty-

nd auringon levyn halkaisijan pituisena?



YLIOPPILASTUTKINTO 26.9.1984 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAARA

Tehtdvissd 4, 5, 6 ja T ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1. Ma&aritd funktion f: f(x) = ln(8x3 - 12%° + 6x - 1) derivaatta pisteessd x = 3.
2. Ratkaise yhtdld x = Vx + 110.
3. Ratkaise yht&8lépari x + y + a =0, x+ ay + 1 =0 vakion a kaikilla arvoilla.

4. a) MaAritd janan PQ suurin ja pienin pituus, kun P = (1,2) ja piste Q liikkuu

ympyralla x2 + y2 - Lx -2y - 20 = 0.
1
ox-4
b) Laske [ xe *ax.
0

S. a) Kaksi suoran ympyrdkartion pohjan suuntaista tasoa jakaa kartion kolmeen yh-

t4 suureen osaan. Missd suhteessa tasot jakavat kartion sivujanan?

b) Mill&d x:n positiivisella arvolla vektoreiden EF E ja xk kérkien madrasman
kolmion ala on 2 ?

. Ao 1-
6. a) Ratkaise yhtdld e +e ~-e - 1=0.

b) X pelaa noppapelid, jonka si&nndt ovat seuraavat: Noppaa heitetddn 10 ker-
taa. Jos ainakin yhdelld heitolla tulee ykkdnen, X joutuu maksamaan 2000 mark-
kaa. Muussa tapauksessa X voittaa 10 000 markkaa. Mik& on X:n voiton odotus-
arvo?

7. a) MaAritd lausekkeen x - 3y suurin ja pienin arvo siind xy-tason osajoukos-—

sa, jonka middrddvdt epdyhtdlét x> -1,y > -1,y -x+2>0jax+y-5<0.

b) Madritid yhtdldn zh = -1 kaikki juuret muodossa x + 1iy.
n/2 5
8. Milld x:n arvolla funktio f: f(x) = [ (x - sin t)°dt saa pienimmin arvonsa?
Mikd t&m& arvo on? 0
R —— N 2 2 ; ; 2 . .
9. Miaaritd ympyrdn x +y =1 Ja paraabelin y = x + 1 yhtelset tangentit.

—2x( 2 -2

10. Milléd x:n arvolla funktio f: f(x) = e 2x° - 2x + 1 - e %) saa suurimman

arvonsa? (Vastaus kahden desimaalin tarkkuudella.)



YLIOPPILASTUTKINTO 27.3.1985 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARA

Tehtdvissd 3, 5, 6 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta Db).

1.

10.

x -1 _ 1+ x

) X > -

Ratkaise yhtdld 2 -

e 3

Miiritid lausekkeen (% - i):(x + y) tarkka arvo, kun x = 3 Ja y=7%.

a) Milld a:n arvoilla funktio f: f(x) = a2x2 + 2ax + 1 toteuttaa ehdon

£(2) = £'(2) 2

b) Nelidn muotoisessa varastossa suoritettiin seinien sis@puolinen lisderistys,
jolloin seindt tulivat 10 cm paksummiksi. Kuinka monta m2 t4116in menetettiin,

kun alkuperdinen pinta-ala oli 100 m2 7

Kameran valmistaja ilmoitti erdin kameran lyhimmdksi valotusajaksi g%a s. Tar-
kistusmittauksessa osoittautui todelliseksi valotusajaksi 535 S Mddritéd virhe-
prosentti.

a) Olkoon a =1+ j, b=1+ 2] jac =21 - 3j. Midritd vakiot s ja t siten,
ettd c = sa + tb.

b) Erddssid tehtaassa valmistettavien kirjekuorien painojen jakautumista kuvaa
normaalijakauma, jonka odotusarvo u on 1,84 g ja keskihajonta o = 0,05 g. Miki

on todenndkdisyys sille, ettd kuoren paino on alle 1,93 g ?

a) Kukkaro sisdltdi seitsemén markan kolikkoa sekd viiden markan kolikon. Kuk-—
karosta otetaan umpimdhkddn viisi kolikkoa. Mikd on todenndkdisyys sille, etta
kukkaroon Ji4& kolme markkaa?

b) Tehtaan tuotanto lis&antyi er&ddni vuonna 8 % edelliseen vuoteen verrattuna.
Tuotteen hinta laski kuitenkin samanaikaisesti 6 %. Kuinka monella prosentilla
tuotannon arvo nousi tai laski? (Vastaus kahden desimaalin tarkkuudella.)

2

x2 + Lx + 3

Mdaritad raja-arvo lim
J x + 3

x=-3
Kiyra y = f(x) = x2 - 2x + 3, x-akseli, y-akseli ja suora x = 3 rajoittavat
alueen. Laske alueen pinta-ala A. Ma&ritid ne pisteet a, joille 0 <a < 3 Ja
3f(a) = A.
a) Tikapuut on asetettu seindi vasten siten, ettd alapdd on 3 m:n etdisyydelld
seindstd. Kun alapddtd siirretddn seindstd poispdin 2 m, laskeutuu yldpdd 1 m:n.
Laske tikapuiden pituus.

b) Ratkaise epdyhtiald xh - x> --&

Autoilija havaitsi keskelle tietd pyséhtyneen toisen auton 100 m:n et&disyydell.
Autoilijan reaktioaika (so. havainnon teosta jarrutuksen aloittamiseen kulunut
aika) oli 1,0 s ja auton nopeus 100 km/h. Jarrutusmatka olisi ollut 50 m, jos
nopeus olisi ollut 80 km/h. Jarrutusmatka on suoraan verrannollinen nopeuden

neliddén. Pysdhtyikd auto ennen yhteentdrmiysta?



YLIOPPTLASTUTKINTO 27.3.1985 MATEMATTTKKA, PITKA OPPIMAKRA

Tehtdvissd 1, 4, 5 ja 8 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

2
+ X + )
1. a) M3arita funktion f: f(x) = r txrl derivaatan nollakohdat.

x + 1
b) Tavaran hinta oli aluksi 100 mk, mutta se nousi sitten 8 %. MyShemmin t&ta

hintaa alennettiin p %, jolloin lopulliseksi hinnaksi tuli 97 mk 20 p. MAaritd p.

2. Millad vakion a arvoilla funktio P: P(x) = x2 + Ux + a ei saa negatiivisia
arvoja?

Ja Snex <om

3. Laske lausekkeen sin 2x tarkka arvo, kun cos x = %% >

3
4. a) Laske [ /1 + x ax.
0

b) Ratkaise epdyhtdld (x - 1)h < 10_8.

5. a) Noppaa heitetddn kuusi kertaa. Mikd on todenndkdisyys sille, ettd silmdluku

kolme esiintyy té&smédlleen kolme kertaa?
b) Esitd vektori a = 2i - 3j kantavektorien E1 =1+] Ja e, =31+ 2]

avulla.

6. Merkitddn 1a4mpStilaa mitattuna Celsius-asteikossa C:114 ja Fahrenheit-asteikos-
sa F:114. Samaa lampdtilan muutosta vastaavien C:n Jja F:n muutosten AC Jja AF
suhde on vakio. Veden jditymispistettd vastaa F:n arvo 32 ja kiehumapistettd
F:n arvo 212. Lausu C F:n funktiona Ja k&&ntden sekd piirrd ndiden funktioiden

kuvaajat. Onko henkildlli kuumetta, jos hdnen ruumiinlimpdnsi on 100° 7 2

7. Kiyrdn y = Yxlx-al(2a - x) (a > 0) pydrahtdessd x-akselin ympdri syntyy kak-—

si pydrahdyskappaletta. Milld a:n arvoilla nimid ovat keskendin yhtd suuret?

8. a) Missi kompleksitason pisteissd on voimassa yhtdld zz = L(z - 1)(z - 1) ?
Piirrd kuvio.
b) Suorakulmion muotoisen biljardipdydén kdrkini ovat pisteet O = (0,0),
A=(0,1), B = (15;, 1) jaC = (%,o). Pisteestd P = (o,%) lahtevid pallo koh-
taa sivun AB pisteessid X ja kimpoaa siitd sivujen BC ja CO kautta takaisin pis-

teeseen P. Maarita piste X.

9. Ympyrdsektori AOB, jonka sidde on 1, taivutetaan ympyrékartion vaipaksi liitté-
mdllad yhteen siteet OA Ja OB. Miten on valittava sektorin keskuskulma AOB, jot-
ta saatu kartio olisi tilavuudeltaan mahdollisimman suuri? Ilmoita kulman AOB

tarkka arvo Ja likiarvo asteen sadasosan tarkkuudella.

10. Olkoon f funktio, Jjoka on Jjatkuva arvolla x = 0 Ja toteuttaa kaikilla x:n ar-
voilla ehdon f(x)f(-x) = Ix|. Osoita, ettd f ei ole derivoituva kohdassa x = O.

Anna esimerkki t&llaisesta funktiosta.



YLIOPPILASTUTKINTO 30.9.1985 MATEMATIIKKA, LYHYT OPPIMAARA

Teht#dvissid 3, 5, 6 ja 8 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

“10.

Pesuainetta A sisdltdvd 0,7 litran pullo maksaa 13 mk, kun taas 0,6 litran

pullo pesuainetta B maksaa 11 mk. Kumpi pesuaine on edullisempaa?

Mairitd a, kun } (x2 +a)dx =2 } x2ax.
0 0
a) Mdiritid ne reaaliset x:n arvot, joilla polynomifunktion f: f(x) =
xu - x3 + x2 derivaatta on Q.
b) Keppi on kohtisuorassa maan pintaa vastaan ja sen varjo maan pinnalla on kak-
si kertaa kepin pituinen. Laske asteen kymmenesosan tarkkuudella se teradvd kulma,

jonka auringon sidteet muodostavat maan pinnan kanssa.

Ratkaise epdyhtdld 1 < (x + 2)2.
a) Laske lausekkeen x2 + ;% arvo, kun x + % = 3.
b'd

b) Erdsn henkildauton pydrien halkaisija on 5T cm. Kuinka monta kierrosta minuu-

tissa pySrat pydriviat auton kulkiessa nopeudella 100 km/h 2

a) Milla vakion t arvoilla vektorit a = ti + L4j ja © = 31 - 5tj ovat suo—

rakulmaisen kolmion sivuina?

b) Positiivilukua a suurennetaan p % ja saatua lukua pienennetddn p/2 %. Milld

p:n arvolla lopputulos on mahdollisimman suuri?

Erds tehdas voi jitteit&d&n varten hankkia joko kymmenen viidensadan litran kuu-
tion muotoista terdssdilidtd taili yhden viidentuhannen litran kuution muotoisen
s8i1ién, joka on valmistettu paksuudeltaan kaksinkertaisesta terdslevystd. Kum-—

massa tapauksessa tarvitaan vdhemmidn terdsti?

a) Suorakulmiossa ABCD sivun BC pituus on 100 cm ja AC:AB = AB:BC. Miidriti
lavistdjdn AC pituus.

b) Laatikossa A on kolme mustaa palloa ja laatikossa B kolme valkoista palloa.
Laatikosta A siirretdin umpim&hk&&n valittu pallo laatikkoon B, josta t&mén
jélkeen siirretdédn umpim#hk&&n valittu pallo laatikkoon A. Ndin tehdd&n kolme
kertaa. Milla todenndk&isyydelld laatikossa A on t&min jidlkeen kolme valkoista
palloa?

3

Madrita funktion f: f(x) = |2x~ - x2 - 8x + 4| suurin arvo valilla [1/4, 2].
Maapallon vékiluku oli 2,5 miljardia v. 1951 ja 4,4 miljardia v. 1981. Oletetaan

vdkiluvun muuttuvan siten, ettd se hetkelld t on Cat—to . Tassd t Z-to on

aika, t, = 1951 ja C sekd a ovat vakioita. Mik&d on t&m&n mukaan vdkiluku v. 20257



YLIOPPILASTUTKINTO 30.9.1985 MATEMATIIKKA, PITKA OPPIMAARA

Tehtdvissd 1, 5, T ja 8 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1s

10.

14 -1k

0—1h, (1-x) = 10 , (1-x) = 1 reaali-

a) Midritid yhtidldiden (1—x)7 = ~1
Jjuuret.
b) Miss#d suhteessa on sekoitettava vettid ja S-prosenttista suolaliuosta, jotta

saataisiin 3-prosenttista liuosta?

Ratkaise epayhtdld v2x - 1 < Ixl.

10
Laske integraalin J
-0,01

x+3 arvo kolmen merkitsevdn numeron tarkkuudella.

. . S . . . = & 2
Laske sen kolmion ala, jota rajoittavat koordinaattiakselit sekd kayralle y =';

pisteeseen (1,2) piirretty normaali.

a) Milld x:n arvoilla lauseke v2x - 1 + 3¥7 - x on reaalinen? Ma&ritid lausek-
keen suurin ja pienin arvo.
b) Osoita, ettd suora ST = p(x + xo) sivuaa paraabelia y2 = 2px pisteessa

(x_,¥,)-

M&iritd suurin niist&d tasakylkisistd puolisuunnikKaista, joiden kaksi kérked

2 e

ovat (-a,0) ja (a,0) ja kaksi kidrked ellipsilli 55 + 15 =1 (y >0). Mikd on
a

o

t&mén puolisuunnikkaan ala?

a) A sijoittaa joka vuoden alussa 6 % sddst&tilille 20 000 markkaa hankkiakseen
asunnon, jonka hinta s&istédmisen alkaessa on 90 000 markkaa. Asunnon hinta nou-
see 12 % vuodessa. Kuinka monen sijoituskerran jdlkeen s#istdt riittdvédt asunnon
ostamiseen?

b) Mi#iriti pisteen P = (3,-2,4) etdisyys pisteiden A = (-1,2,3) ja B =
(4,5,6) kautta kulkevasta suorasta.

a) Maaritd funktion f: f(x) = §3§~5- derivaatan nollakohta x = a kolmen de-

simaalin tarkkuudella, kun @ < a < %; .

25 + 22 + 20 eli lyhyesti 100101.

Esitd vastaavalla tavalla 2-jirjestelmdssid luku 653.

b) Luku 37 esitettynd 2-jirjestelmissid on

Laatikossa on 150 korttia, joista 40 on kokonaan mustia, 60 kokonaan valkoisia
ja 50 toiselta puolelta mustia ja toiselta puolelta valkoisia. Laatikosta umpi-
méhk&dn otetun kortin toinen puoli on musta. Mik& on todenn&kdisyys, ettd toinen-

kin puoli on musta?

Osoita, ettd funktion f: f(x) = sin6x + cos6x derivaatta f'(x) = —-%sinluc,

ja esitd témin nojalla f(x) muodossa A + Bcoslx (A ja B vakioita).



YLIOPPILASTUTKINTO 21.3.1986 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA

Tehtdvissid 3, 6, 7 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).
*:114 merkityt tehtdvat eivat ole kurssien keskeiselti alueelta.

1. Ratkaise yht&ld 2x): 2 _3x-8_x "

6 12
. ) - -2 . 5., p
2. Sievennd lauseke (x ~ -y “):(y - x) Jja laske sen arvo, kun x = yiavy=-3
3. a) Millad x:n arvoilla funktion f: f(x) =~%x2 —-%x + % derivaatta on positii-

vinen, mutta pienempi kuin 1 ?
b) Tasossa on annettu pisteet A = (-1,3), B = (3,2) ja P = (-2,-10). Esiti vek-
torit PA Jja 13:) yksikkévektoreiden.; jalg avulla sekd pddttele vektorien pituuk-—
sien nelididen nojalla, kumpi pisteistd A ja B on l&dhempin&d pistetta P.

4. Suomen lipun pituus on 18, leveys 11 sekd ristin sakaroiden leveys 3 pituusyk-

sikkd4. Kuinka monta prosenttia lipun pinta-alasta on sinist&?
1 a
5. Milld a:n arvoilla toteutuu yhtdld [ (2x - 2)dx = [ (2x - 2)dx ?
= —2

6. a) Suorakulmaisen kolmion sivu a on 10 cm. Pisin sivu on p % pitempi kuin a ja
kolmas sivu p % lyhyempi kuin a. Laske p ja kolmion ala.

*b) Postimerkkiautomaatista 5 mk:1lla saatavassa vihkossa on 0,20:n, 0,60:n, 0,10:n,
0,30:n ja 1,30 markan merkit kaksin kapvalein. Kuinka monta vihkoa olisi v&hin-
t44n ostettava ja kuinka monta 1,60 mk:n kirjettd lihetettivad, jotta merkkeji ei
Jéisi kAyttamatta?

7. a) Lieridn muotoisen tdlkin ympirysmitta on 240 mm. Sen kylkeen liimataan suora-
kulmion muotoinen nimilappu, jonka korkeus on 60 mm. Kuinka leve&d nimilappu on,
jos se tAl11din etd&dltd suoraan edestd katsottuna ndyttdi nelidn muotoiselta?

*b) Ratkaise yhtdld |3x + S| = 3x + 5.

8. Maanviljeliji haluaa k&yttden 180 m aitaa aidata mahdollisimman suuren suora-
kulmion muotoisen laitumen ja jakaa sen kahteen osaan yhden sivun suuntaisella
aidalla. MAArita laitumen pituus Jja leveys.

9. a) Tutki, ovatko seuraavat luvut kokonaisluvun nelidité: 19661&52 - 19661&&2,
1970113° = 1970112° ja 197L085° - 197h08LZ.

b) Kheopsin pyramidin pohja on nelid ABCD, jonka sivun pituus on 233 m, ja py-
ramidin kdrki P on yhtd et&&4ll4a pisteistd A, B, C ja D. Pyramidin s&rmid AP muo-—
dostaa pohjan lavistdjadn AC kanssa 42° kulman. Laske pyramidin korkeus Jja tila-
vuus kolmen numeron tarkkuudella.

10. Kupera linssi, Jjonka polttovdli on f = 20 cm, muodostaa esineestd, joka on lins-
sin vasemmalla puolella et&isyydelld a > 20 cm, kuvan, joka on linssin oikealla
puolella etdisyydelld b linssistd. Mainituille etdisyyksille on voimassa yht&dld

1 1 1

I Lausu b ja a+b etdisyyden a funktioina. Osoita, ettd esineen ja ku-

van valinen etlisyys atb ei voi olla pienempi kuin 80 cm. Missi esine sijaitsee

silloin, kun kuvan etdisyys siitd on 100 cm?



YLIOPPILASTUTKINTO 21.3.1986 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA

Tehtdvissd 1, 3, 6, 8 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

*:114 merkityt tehtdvit eivit ole kurssien keskeiseltd alueelta.

10.

x
a) Maaritd funktion f: f(x) = [ (t2 - 5t + 6)dt derivaatan nollakohdat.
0

b) Henkil®&l1l4 on pankissa 5 000 mk 5 %:n tililld ja 10 000 mk p %:n tililla.
Hianen koko 15 000 mk:n talletukselle saamansa vuotuinen korko on 6 %. Madrita .

2+ ox + 2) funktion we & integraalifunktio?

a) Osoita kdyttdmittd likiarvoja, ettd v 30 - 12/6 + 2V3 = 3/2.
b) Piste Q on O-keskiselld ympyrdlld. Pisteeseen Q piirretty ympyrén tangentti

Onko =-e “(x

leikkaa siteen OP jatkeen pisteessd R. Md4ritd kulma PRQ, kun kulma PQR = «

(0 < a < Ls5°).

Auringon siteet muodostavat vaakasuoran pihan kanssa 42° kulman. Pihalle pystyte—
tyn lipputangon varjosta 6,0 m:n pituinen osa lankeaa maahan ja 3,6 m:n pituinen
loppuosa pystysuoralle seindlle. Laske lipputangon korkeus.

Muodosta ylédviistoon osoittava yksikkdvektori, joka on kéyrdn y = 2x2 + 2x — 1

pisteeseen (-1,-1) piirretyn tangentin suuntainen.
a) Luku x toteuttaa ehdot 1 - 3-10“15 <x< 1+ 3'10_15.
on 1-6.10 17 <x2 <1+ 7107,

Osoita, ettd tdlldin

n

*b) Laske [ sin 2x cos x dx.

0
Pallo potkaistaan ilmaan 30° kulmassa, ja se lent&d 50 m:n pA&h&n. Kuinka korke-
alla pallo k&y, jos sen lentorata on paraabeli, jonka akseli on pystysuora?
a) Metrin pituinen sauva katkaistaan umpimihk&&n valitusta kohdasta, ja saadut
osat valitaan suorakulmaisen kolmion kateeteiksi. Mik& on todenndkdisyys sille,

ettd td11din hypotenuusan pituus on vdhintdin 80 cm?

1 0 1 2

*b) Madritd kompleksiluvun z = =(1 + i/3) potenssit z°, z , z°,.... Kuinka

2
monta eri lukua esiintyy niiden joukossa?

Kédéntépuolella on kirjeléhetysten koko- ja palnoperusteita siséltdvé tiedote. Mi-
k& on suurin sallittu rullan muotoisen kirjeen tilavuus? Vastaus 0,1 dm3:n tark-
kuudella.

a) Osoita, ettd yhtdldilld x - cos x = 0 Jja x - cos(cos x) = 0 on kummallakin
tdsmdlleen yksi Juuri, joka lisdksi on yht&ldille yhteinen.

b) Erddn kartan koordinaatistossa paloasema sijaitsee pisteessd A = (-1,0), ja

veden ottoon kéytettédviss&d olevaa joen osaa kuvaa yhtdld y =v 1 - x2 (-1<x <1).

A ; “ 1
Tulipalon sattuessa pisteessd B = (E s

suoraan Jjoen kohtaan X, Jjossa auton vesis&ilid tdytetdidn. Tédmin jéAlkeen auto Jjat-

0) paloauto kiit#i nopeudella 100 km/h

kaa matkaansa suoraan kohti palopaikkaa nopeudella 45 km/h. Miten niste X on va-
littava, jotta paloauto vesisdilid tdytettynd ehtisi palopaikalle mahdollisimman

lyhyesséd ajassa?



TUNNE PAIVANPOSTIN JA

SAASTOPQSTIN MITATJA I
Kirjelahetysten koko- ja p y s
sddstopostiluokassa. £ 4
C KIRJE | pituss +Heveys +paksns = |
R T 4 900 mm S
j SNy 7| 90x130 mm | surin pitws buitensin | 1 kg
RULLAN pituus+baksinkertainen | pitues +haksinkertainen :
L~ MUOTOINEN | lpimitta = oitatii lipimitia = enintign |
™ 170 mm 1040 mm m | 1hg
. T R suurin t‘mis kuitenkin smf.mc pmm :
r/ ; vahint :
./ | 100 mm 900mm
KORTIN MUOTOINEN ; i ks
- : piidllyksettomdn kortin
- 90130 mm | cimmiickstn
Lt 5 107x152 mm

Kortin muotoisen, ilman kuorta lahetettavdn kmeen valmistusmateriaaliksi suosztellaan kortnkar
tonkia (véhintadn 140 g/m’) tai vastaavaa ainetta, jolla on postikdyttoen soveltuvat ominaisuudet.

JOS TARVITSET LISATIETOJA, SOITA
TAI TULE LAHIMPAAN POSTIIN JA
KYSY UUSJAOSTA.

Uusjako maaliskuussa -84 on postin mittavimpia palvelu-uudistuksia kautta
aikojen. Naiden perustietojen avulla kotimaan kirjepostituksesi sujuvat entista
Joustavammin uusj alkaessa. Lisapalveluista, ulkomaanliikenteestd ja

a saat kmkkz t:edot lahipostistasi.

Posti- ja telelaitos



YLIOPPILASTUTKINTO 29.9.1986 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA

Tehtdvissd 3, 4, 5 ja 7 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

Il

i

. 10.

Ratkaise yht&ld (x - 2)(3x + L) = 5(3x + k).

Middritd funktion f: f(x) = 2x3 - 3x2 se integraalifunktio F, joka toteuttaa
ehdon F(2) = -1.

. 5 22 L 6 2.3 . :
a) Sievennd lauseke (a"b” - ab ):(ab - a"b”) yksinkertaisimpaan muotoonsa

ja laske sitten sen tarkka arvo, kun a = 1010 ja b = 10_10.

b) Maanteiden roskaantumistutkimuksen mukaan eri materiaalien osuus koko roska-
miiriastid on seuraava: lasi 2,7 %, metalli 7,6 %, muovi 17,7 %, paperi 64,3 %,
muut 7,7 %. Kuinka monta prosenttia koko roskamiirid pienenisi, jos roskapaperin

médrd saataisiin pienenemfdn puoleen ja muovin mé&ard kahteen kolmasosaan?

a) Laske paraabelin y = 1 - x2 ja suoran y = 0,64 rajoittaman alueen ala.

3(x+2) - L(2-y) + 5x = 0,
b) Ratkaise yht#dldpari {
L - 5x - 2(y-x) + 2x - y = O.

a) Kolmion kdrkipisteet ovat A = (1,-2), B = (L,3) ja ¢ = (-1,4). Laske kolmion

ala sekd kulman ACB suuruus asteen tarkkuudella.

b) Ilmapallon kutistuessa sen halkaisija lyheni 9,1 %. Kuinka monta prosenttia

ilmapallon tilavuus t&116in supistui?

Laatikossa on viisi korttia,joista kolmessa on kirjain M ja kahdessa kirjain A.
Kortit poimitaan pdyd&dlle umpimdhkiisessd jirjestyksessa. Mikd on todenn&kdisyys
sille, ettd syntyy sana MAMMA ?

a) Huone on 4,0 m leveid, 6,5 m pitkd ja 3,5 m korkea. Kuinka pitkd matka on
katon keskellid olevasta lampusta lattian etdisimp#din nurkkaan (0,1 metrin tark-
kuudella)?

b) Tuotteen hinta nousi ensin p % ja tdmin jdlkeen vield 2p %. Hinta nousi tdl-
16in kaikkiaan 68 %. Mairitid p.

1500m |, __1500e
e ja y =

Kumpi luvuista x = on suurempi?

Havaintopisteestd A laiva n&kyl suunnassa 2250, kun taas pisteestd B mitattu
suunta oli 210°. Suunnat ilmoitetaan myOtdpdivadn pohjoisesta lukien. Piste B

sijaitsee 1,8 km pisteestd A pohjoiseen. Mairiti laivan etdisyys pisteestd A.

Teltta on sdidnndllisen nelidpohjaisen pyramidin muotoinen. Sivusirminid kdytet-—
tdvdt kepit ovat 2,7 m pitkdt. MA&ritd teltan suurin mahdollinen tilavuus, kun

sen korkeus on v&hint&din 1,7 m.



YLIOPPILASTUTKINTO 29.9.1986 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAKRA

Tehtdvissad 1, 3, 4, 8 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tail kohta b).

*¥:114 merkityt teht&dvat eivaAt kuulu oppimddran keskeisiin alueisiin.

if

1. a) Laske funktion tan x tarkka arvo, kun sin x = 25 ja -g < x < m.

b) Er#dan perheen kuluista oli 35 % ruokakuluja ja 42 % asumiskuluja. Kuinka
monta prosenttia perheen kokonaiskulut nousivat tai laskivat, kun ruokakulut

alenivat 5 % ja asumiskulut nousivat 3 % ?

2. Maariti vakio a siten, ettd yhtdldlla x3 + 3(2a—1)x2 - Ubx+1-a=0 on juu-
rena x = 1. Mitkd ovat t41ldin muut juuret?

. N i : 1
3. a) Funktio F on mddritelty arvoilla x < O ja toteuttaa ehdot F'(x) = 1 + —

ja F(-1) = 1. Maarita F.

~

b) Maaritd kaikki ne x:n arvot, joilla funktio sin 2(x +-%) saa suurimman ar-—
vonsa.

it . 2x . N ..
L. a) Mairiti kdyrien y = e x Ja y = e * seki suoran y = e rajoilttaman alueen ala.

b) Miiritd vektorien a ja b vdlinen kulma, kun la + bl = |a - bl ja a # 0 # Db.

X
5. Madritd yhtéaldn | (t2 - 2t - 5)dt = 0 reaalijuuret.
1

6. Ratkaise epdyhtdld |Ix — al < x kaikilla vakion a arvoilla.

7. Ilmoita sekunnin tarkkuudella, kuinka paljon kello on, kun tunti-~ ja minuutti-

osoitin ovat iltapdivadlli paddllekkdin numeroiden 5 ja 6 vdlissi.

8. a) Mikid on todennékdisyys sille, ettd lukujonosta 1,2,...,120 umpimdhkdin va—
lituista kahdesta eri luvusta toinen on > 70 Jja toinen < L0 ?

*b) Madritd kaikki kompleksiluvut z, jotka toteuttavat yhtdlén z = = + i.

SEDN

9. Osoita, ettd V15(L + V/7x) < 9Vh + 5x , kun x > 0. Milloin yht&suuruusmerkki

on volmassa?

10. *a) Funktiolla f on derivaatta pisteessid a, ja derivaatan arvo on k. Miairiti
t&madn nojalla

f(a+h) - f(a-h)

lim
h->20 2 3
. . 1
b) Osoita, ettd % + %su112x + 5 cos 2x - % > 0, kun x > O.



YLIOPPILASTUTKINTO 3.4.1987 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA

Tehtdvissd 1, 3, 6, 7 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

*:114 merkityt tehtdvat eividt kuulu oppimd&drdn keskeisiin alueisiin.

2
1. a) Mitkd seuraavista luvuista ovat yhtdldn /%ﬁ—t—é\ = 1 juuria:
b e \bx +5)
3:‘3, 1, -1,—3':_—3'?
b) Kolmion sivujen pituudet ovat 1 cm, 16 cm ja 17 cm. Onko kolmio suorakulmainen?

2. Miiritd suora, joka kulkee pisteen (1,2) kautta ja on kohtisuorassa suoraa y = 2x

vastaan. Laskemainittujen suorien ja x-akselin rajoittaman kolmion ala.
3. a) Milld A:n ja B:n arvoilla on } (Ax + B)dx =B + 1 2
b) Ratkaise yhtdldpari x + 2y + g =0, bx+5y+6-=0.
L. Meteoriitti saapuu ilmakehdin nopeudella 12 mailia sekunnissa. Kuinka monta km/h

on tdmd nopeus? (Maili on noin 1609 m.) Vastaus kolmen numeron tarkkuudella.
5. Laske suoran x + y = U4 ja paraabelin x2 + y = 4 rajoittaman alueen ala.

6. a) Osoita, ettd yhtdldn x> - 2% + 28 - 8° = 0 juuret X, ja x, eividt voi olla

toistensa vastalukuja, annettiinpa a:lle mik& arvo tahansa. °
b) Funktion f: f(x) = ax> + 6x> + 12x + 12 derivaatta £' toteuttas ehdon
£'(x) = £f(x) - axS. MEArita a.
7. a) Lausu polynomina lauseke (1 - &)_], missd A = 1 +‘—§J:—- , Ja laske saatua
polynomia kdyttden lausekkeen (1 - %)—1 arvo, kun x to:euttza ehdon x2 +x-1=0.

. = . - == : — AU .
*b) Vektorit i Jja ai +'§J ovat suunnikkaan sivuina. Milla a:n arvoilla suun-

nikkaan ldvistdjidt ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan?

8. Rasiassa on kolme valkoista ja neljd mustaa noppaa. Rasiasta umpimdhkidin otettu
noppa heitetddn pdyddlle. Mikd on todenndkdisyys sille, ettd nopan silmdluku ei

ole pienempi kuin kolme eikd noppa ole musta?

9. Kuinka kauas merelle voi n&hdd rannalla seisova henkild, jonka silmit ovat 170

cm korkeudella meren pinnasta? Maapallon sidde on noin 6380 km.

10. a) Maaritd funktion f: f(x) = x2/(1 + (x - 100)2) suurin ja pienin arvo vdlilli
[- 100,100].
b) Vaakasuorassa asennossa olevan suoran ympyrdlieridn muotoisen 81jysdilidn pi-
tuus on 3,0 m ja pddty-ympyrdiden halkaisija 1,0 m. S&ilidssd on yli 1200 1 381-
Jyd ja 6ljyn suorakulmion muotoisen pinnan ala on 2,0 m2. Kuinka korkealla &ljyn

pinta on sdilidn alimmasta kohdasta?



YLIOPPILASTUTKINTO 3.4.1987 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA

Tehtdvissid 1, 5, 7, 8 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).
*:114 merkityt teht&vit eivdt kuulu oppimddrén keskeisiin alueisiin.
2)2 _

1. a) Maaritd yhtdldn (1 + bx + x 1 - Lx - x2)2 reaalijuuret.

b) Tuotteen hintaa alennetaan 12 %. Kuinka monella prosentilla sen myynti&d on li-

sdttédvd, jotta siitd saatava myyntitulo pysyisi ennallaan?

2. 110 m:n aitajuoksussa on 10 aitaa, joiden v&li on 10 jaardia. Kuinka pitk& matka
on ldhtéviivalta ensimmdiselle aidalle ja viimeiseltd aidalta maaliviivalle, kun
jilkimm#inen matka on edellistd 30 cm pitempi? (1 jaardi = 91,4 cm).

0
3. Laske | 2 5 -
-1 (1 - x)
e_ 21
=3 .

5. a) Neljdn r-siteisen ympyrdn keskipisteet ovat 2r-sivuisen nelién kirjissi, ja

L. Ratkaise yht#ld (sin x + V3)

R-sidteinen ympyrid sivuaa kaikkia neljiid ympyrdd (R > r). Laske ensin mainittujen

ympyrdiden vdliin j&&v&n alueen alan suhde R-séteisen ympyrén alaan.

b) Ratkaise yhtdld 1n(x - 1) + 1n(x - 2) + 1n(x + 3) = 1n 6.

. v waw 2X 1 - 3x
6. Ratkaise epayhtdld Y i

7. a) Vuoren huippu nékyy paikassa A olevasta laivasta suoraan etelidssi 15° horison-
tin ylapuolella. Kun laiva siirtyy sellaiseen kohtaan B, ettd suunta AB muodostaa
700 kulman eteldsuunnan kanssa ja et#isyys AB = 4,00 km, ndkyy huippu suoraan lou-

naassa. Laske huipun korkeus.

*b) Ma&&ritd kompleksitason alueiden |z - 1l <1 Jja |z - i] < 1 yhteisen osan ala.

8. a) Maaritd kaikki funktion f: f(x) = cos derivaatan vdlilld ]-1,1[ ole-

vat nollakohdat.
*ph) Laske pisteen A etdisyys pisteiden O, B ja C mi&riZmistd tasosta OBC, kun
OA=31-2-% OB=1+3j+0Uk ja OC=21+7 - 2k.
. o (2302 4 4 - e .
9. Osoita, ettad kayrat 5 5 = C kaikilla positiivisilla C:n arvoilla (# 1)
(x43)" + ¥
ovat ympyrditd. Mitka kdyrdt saadaan arvoilla C = 0 ja C = 1 ? Osoita, ettd kahta

erisuurta C:n ei-negatiivista arvoa vastaavat k&yrét eivdt kohtaa toisiaan.

-10. a) L-kirjaimen muotoinen kiytiva muodostuu kahdesta yli 10 m:n pituisesta keske-
nddn kohtisuorasta suorasta osasta, joiden leveydet ovat 1 m ja 2 m. Mik& on pi-

sin suora tanko, joka voidaan vaakasuorassa asennossa kuljettaa kayt&dvdn 1&pi?

*p) Funktio f on derivoituva valillad ]0,o[ ja toteuttaa ehdon f(xy) = f(x) + f(y),
kun x, y > O. Osoita, ettd f'(x) = £'(1)/x , kun x > O.



YLIOPPILASTUTKINTO 23.9.1987 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARK

Tehtdvissd 2, 4, 7 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

*.114 merkityt teht&védt eividt kuulu oppiméédrén keskeisiin alueisiin.

1. Laske lausekkeen v 1 - a2 tarkka arvo, kun a = 1/2 ja kun a = /5/2-

. . 2 3
2. a) Miiriti polynomin x3 - X - 21x + 1 derivaatan nollakohdat.

*b) Ratkaise epayhtdld (x - 1)2 > 1.
1 3
3. Laske [ (x - 1)7ax.
1/2

L, a) Mi&ritd funktion v1 + x-¥2 - x  suurin arvo.

b) Karamellipakkausta muutettiin siten, ettd sisidltd& véhennettiin neljinneksel-

14, Samalla pakkauksen hintaa alennettiin kolmanneksella. Kuinka monta prosent-—

tia karamellien kilohinta t&116in aleni?
5. Laske paraabelin y = —x2 + 100 ja suoran y = x + 98 rajoittaman alueen ala.

6. Vektorin alkupiste on (1,1), vektori on suoran y = 3x suuntainen ja sen pituus

on 2. Maaritd vektorin loppupiste.

7. a) Autonkuljettaja ajoi tietyn matkan vakionopeudella. Jos auton nopeus olisi
ollut 25 km/h suurempi, matkaan olisi kulunut 20 % vdhemmin aikaa. Jos nopeus

olisi ollut 20 km/h pienempi, aika olisi pidentynyt tunnilla. Laske matkan pituus.

b) Arpanopan kaksi sattumanvaraisesti valittua sivua peitetdin maalilla. Miki

on todennékdisyys, ettd ndkyviin jdAvien sivujen yhteenlaskettu silmidluku on suu-

rempi kuin 12 ?

8. Annettua a-siteistid ympyrdd sivuaa ulkopuolelta kolme r-séteistd ympyrdd. Nami

ympyrat sivuavat pareittain toisiaan. M&&rit&d suhde r:a.

9. Laiva kulkee suoraviivaisesti 5 solmun nopeudella. Rannalla seisovan katsojan
. 0 . . : . v
suhteen laivan suuntakulma muuttuu 1 minuutissa. Kulnka monen kilometrin paassa

katsojasta laiva voi enintéd&n olla? Solmu on meripeninkulma tunnissa, meripenin-
kulma on 1852 m.

. . L O Ao
10. a) Madritd polynomin (x - Lx + 8)5 suurin ja pienin arvo valillad [1/4, 3/2].

*pH) R~sidteisen ympyrédsektorin keskuskulma on 900. Nelidn kaksi kérked on sektorin

kaarella ja muut kdrjet sen sdteilld. Laske nelidn sivun pituus.



YLIOPPILASTUTKINTO 23.9.1987 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA
Tehtévissd 1, 3, 5, 6 ja 10 suoritetaan joko kohta a) tai kohta b).

*:114 merkityt tehtivat eivit kuulu oppimd&rén keskeisiin alueisiin.

) 2 . ) ) . .
1. a) Muodosta se funktion f: f(x) = x~ + x - 2 integraalifunktio, jolla on pai-
kallinen minimiarvo -Uk.
b) Tuotteen hinnasta on raaka-aineen osuus 20 %. Kuinka monta prosenttia tuotteen

hintaa voitaisiin alentaa, jos raaka-aineen hinta alenee 12 % ?

2. Lentokone ldhti Helsingistd klo T7.00 paikkaan X, jossa kello t&118in oli 5.00, ja
palasi Helsinkiin samana pdivé&nd klo 21.30. Paluumatkaan kului puoli tuntia enem-
mén kuin menomatkaan, ja perill&d kone viipyi 2 tuntia. Kuinka paljon kello oli
X:ss& koneen lahtiessi paluumatkalle?

3. a) Ratkaise yht#ld P(x) = P(17), kun P(x) = x3 - 51x2 + 867x.

b) Ympyrin x2 + y2 - 6x + by - 3 = 0 keskipiste on A, ja ympyrd leikkaa x-akse-
lin pisteissd B ja C. Laske kulma BAC.

4, Suoran ympyrékartion, jonka korkeus on %&%,huippu ja pohjaympyréd ovat R-sédteisen

pallon pinnalla. Kuinka monta prosenttia kartion tilavuus on pallon tilavuudesta?

5. a) Kolmiossa on 30%:n ja 100%:n kulmat, ja suurinta kulmaa vastaava sivu on 10.
Laske kolmion ala.
b) Lukujonolla x = §E§_i_l , n=1,2,3,... on raja—arvo a. Mistd n:n arvosta
3n- -1

alkaen on |xn - al < 10—5 ?

6. a) Lotossa arvotaan T lukua 39 luvun joukosta. Kun viisi lukua on arvottu, henki-
16n A lottorivissi on 5 oikein. Mik& on todenn&kdisyys sille, ettd A saa 1° 7 oi-
kein, 2° vain 5 oikein?

b) Madritd funktion sin x cos(x+a) suurin ja pienin arvo.

T. Ympyrén C keskipiste on (O;%) ja séde-%. C:n pisteiden (0,1) ja (x,y), missi
x >0, y # 1, kautta piirretéén suora, joka leikkaa x-akselin pisteessé (u,0).

Lausu u yksinomaan y:n funktiona.
a+m
8. Osoita, ettd integraalin [ cos“x dx arvo on a:sta riippumaton.
a

9. Paraabelin y2 = 2px (p > 0) pisteeseen (xo,yo) (yo > 0) piirretty normaali
leikkaa x-akselin pisteessd (u,0). Mitd pistettid t#mid piste ldhestyy, kun piste

(xo,yo) ldhestyy paraabelin huippua?

10. a) Pisteiden A = (3,2,-1), B = (4,1,6) ja C = (7,-2,3) mairasmistid tasosta on et-
_ sittdvd kaikki sellaiset pisteet D, ettd nelikulmio ABCD on suunnikas.

*b) Valon kohdatessa tason pisteessd A valaistuksen voimakkuus on suoraan verrannol-
linen tason normaalin ja valon tulosuunnan vdlisen kulman kosiniin seki ki&ntéen
verrannollinen valol&dhteen ja pisteen A vdlisen etdisyyden neliddn. Kuinka korkeal-
le pydredn r-séteisen pdydén keskipisteen yl&puolelle on viet&véd pistemfinen valo-

lédhde, jotta valaistuksen voimakkuus pdyd&n reunalla olisi mahdollisimman suuri?



YLIOPPILASTUTKINTO 30.3.1988 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA
Tehtdvissd 2, 3, 5, 6 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1.

2.

~10.

Ratkaise yhtals (z — v/3)(z + /3) = 13.

a) Laske lausekkeen [(1 + £)2 — 1] : £ tarkka arvo kun z = 0,00000000001.

b) Ratkaise epayhtals ( — 2)(5z — 4) < 0.

a) Kuinka monta nollaa on luvussa (10!°°)1%9 jos se kirjoitetaan muotoon 100...00?

b) Suunnikkaan O ABC lavistajien leikkauspiste on D. Maériti summa OD + AD
vektorien @ = OA ja ¢ = OC avulla.

Litran pulloon kaadetaan 0,930 litraa vettd ja se pannaan pakastimeen. Veden jaaty-

essd sen tilavuus kasvaa 8 %. Kuinka korkealle tdlloin tyontyy lieridmainen jadtulppa
5,00 cm? kokoisesta pullon suusta?

a) Ratkaise yhtalo a—-f-g - ﬂz_—g = %f%, missd a # +3 on vakio.

b) Milld z:n arvoilla lauseke /1 — £ — 4/2 — 3z on reaalinen?

a) Juoksijat A ja B ldhtevit samanaikaisesti pisteestd O suoraviivaisesti kahteen eri
suuntaan, joiden valinen kulma on 120°. Mika on A:n ja B:n vilinen etiisyys 10
sekunnin kuluttua, kun A:n nopeus on 30 km/h ja B:n nopeus 25 km/h? Vastaus
metrin tarkkuudella.

b) Milld a:n arvoilla paraabeli y = —z2 + 1 on kokonaan suoran y = z — a alapuolella?
Suorakulmaisen kolmion sivut ovat z, £ + 2 ja 2z + 1. Maarita z.

Laske paraabelin y = a3z2 — a (a > 0) ja z-akselin rajoittaman alueen pinta-ala.

a) Poytd on peitetty ruudullisella liinalla, jonka nelidméisen ruudun sivu on 50 mm.
Mika on todennakdisyys, ettd poydalle heitetty viiden markan kolikko (halkaisija 26
mm) peittdd nelién kirjen?

b) Suora on kolmion ABC kannan AB suuntainen ja leikkaa sivun AC pisteessd D
ja sivun BC pisteessa E. Suoralta AB valitaan pisteet F ja G siten, ettd DEGF on

suorakulmio. Mika on taman suorakulmion alan suhde kolmion alaan suurimmillaan?

Milli a:n arvoilla suora y = z on kidyrian y = 3 — 3z + a tangentti?



YLIOPPILASTUTKINTO 30.3.1988 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA
Tehtavissa 1, 2, 4, 5 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1.

10.

a) Laske flx(ﬁ-f- 1)dz.
0

b) Kuinka paljon 30-prosenttista pakkasnestettd on lisittdva 5 litraan 60-prosenttista
pakkasnestetta, jotta seos olisi 40-prosenttinen?

a) Osoita, ettd lausekkeiden z2 +1+1/z4 + 222 ja 22+ 1—+/z% + 222 arvot ovat toistensa
kaanteislukuja kaikilla z:n arvoilla.

b) Auton jarrutusmatka on verrannollinen nopeuden 2. potenssiin. Jos nopeus on 100
km/h, on jarrutusmatka 60 m. Miki on jarrutusmatka, jos nopeus on 60 km/h?

Milld a:n arvoilla yhtdlén z2 + (3a + 1)z + 81 = 0 juuret ovat reaaliset?

a) Madrita ne vektorien ?-}-_27 + k ja t — 7 — 2k mairaidman tason yksikkdvektorit, jotka
ovat kohtisuorassa vektoria t + 7 + k vastaan.

b) Metsédpalstan puuston maaraksi arvioitiin vuoden 1988 alussa 100 m® ja sen vuotuiseksi
kasvuksi 17 %. Metsista myydain vuodesta 1988 alkaen joka vuoden lopussa 16 m? puuta.
Minki vuoden alussa metsissi on puuta yli 120 m3?

a) Suoran ympyrakartion korkeus on h ja pohjan side r. Sen sisddn on piirretty toinen
suora ympyrakartio, jonka pohjaympyra on annetun kartion vaipalla ja huippu annetun
kartion pohjan keskipisteessa. Miten suuri on enintaan jalkimmaisen kartion tilavuuden
suhde annetun kartion tilavuuteen?

b) Maaritd yhtdlén sin (§ — z) =sin (§ — z) kaikki ratkaisut.

Kayrat y = e* + C ja y = 2z leikkaavat toisensa origossa. Laske kayrien toisen leikkaus-
pisteen koordinaatit kolmella desimaalilla. Piirra kuvio.

Osoita, etta lukujono a,, = ﬁ,:— on aidosti viheneva (so. ap, > apy1, kunn =1,2,3,..).

Maaritd se funktion f: f(z) = |z — 1| integraalifunktio F, jolle F(—1) = 0. Piirrd
funktioiden f ja F kuvaajat.

a) Osoita, ettd jokainen parven z%+ y? —2az = 0 ympyra leikkaa parven z2+y2? —2by = 0
jokaisen ympyran kohtisuorasti.

b) Suunnikkaan O ABC sivujen AB ja BC keskipisteet ovat D ja E. Osoita, etta vektorit
OD ja OF jakavat lavistajain AC kolmeen yhta suureen osaan.

Osoita, ettd kaikilla z:n arvoilla 1 — %zz <cosz<1-— _%_1.2 + ﬁll'fz‘-



YLIOPPILASTUTKINTO 21.9.1988 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA
Tehtdvissd 1, 2, 5, 6 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

10.

a) Tuotteen hintaa korotettiin 10 %, jolloin hinnaksi tuli 121 mk. Mika oli tuotteen
alkuperdinen hinta?

b) Milld z:n arvoilla tulon z(z + 1) derivaatta on 2 ?
a) Milld z:n arvoilla z3 on pienempi kuin = ?

b) Uima-altaan pituus on 25 m ja leveys 12 m. Sateen aikana altaan veden pinta
nousee 3 mm. Kuinka monta litraa altaan vesimddra talloin lisdantyy?

Funktio, jonka derivaatta on 1 — z, saa arvon 10, kun z = 10. Maarita funktion suurin
arvo.

Maiaritd kaikki origosta lahtevit vektorit, jotka ovat vektorin 127 — 13) pituiset ja
kohtisuorassa sitd vastaan.

a) Yrityksen liikevaihto kasvaa 10 % vuodessa. Kuinka monessa vuodessa liikevaihto
on ylittdnyt 10-kertaisen maaran?

b) Kuinka monta kilogrammaa ilmaa mahtuu ilmapalloon, jonka sidde on 1,6 m? Litra
ilmaa painaa 1,29 g.

a) Mikd on todennékdisyys, ettd neljad noppaa heitettdessd saadaan vahintdan kaksi
yhtd suurta silmalukua?

b) Saarella, jonka pinta-ala on 3,00 ha, on kahden talon vélinen etdisyys 200 m. Voiko
saari olla ympyrdan muotoinen?

Suorakulmaisen kolmion kaksi sivua ovat 2 ja 3. Maaritd naiden valinen kulma 0, 1°
tarkkuudella. Kaikki ratkaisut!

Suoran ympyréilierion korkeuden ja pohjan halkaisijan summa on 20. Maarita lierion
korkeus siten, etta lierio on tilavuudeltaan mahdollisimman suuri. Laske suurin tila-
vuus.

Laske paraabelin y = z? sekd tdmin pisteestd (1,0) piirrettyjen tangenttien rajoitta-
man alueen ala.

+/2000000 +/3000000

a) Kumpi luvuista 3 ja 2 on suurempi?
b) Ratkaise yhtdlopari z — ay — % =0,az+y+ % = 0. Osoita, ettd ratkaisupisteen

(z,y) etdisyys origosta on a:sta riippumaton.



YLIOPPILASTUTKINTO 21.9.1988 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA
Tehtdvissd 1, 2, 4, 6 ja 7 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1.

10.

a) Ratkaise yhtalo 8z + 2/1 — z = 5.

2

b) Kuinka monta prosenttia kuution sirma kasvaa, jos kuution tilavuus kasvaa 33,1 % ?
a) Ratkaise yhtdlo sin z = 2sin” z.

b) Auton polttoainemittari ndyttda nollaa, kun siilidssa on 5 1 polttoainetta, ja lukemaa 50,
kun sdiliossd on 48 l. Mittarin lukeman muutos on verrannollinen polttoaineen lisdykseen.
Kuinka paljon sdiliéssid on polttoainetta, kun mittarin lukema on 25 ?

Laske sen alueen ala, jota rajoittavat kiyrd y = 1—:53, z-akseli sekd suorat z = % jaz = %

a) Pisteestd A = (1,1) ja B = (-1,2) p11rreta.an vektorit suoralla y = = + 1 olevaan pisteeseen
P. Maarita P siten, etta vektorit AP ja BP ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

b) Suoran ympyrélierién muotoisen litran mitan pohjan halkaisija on 12,0 cm. Kuinka suuri
on samanmuotoisen % litran mitan korkeus?

Osoita, ettd funktio f: f(z) = €2 — 6e + 5z on koko R.:ssi aidosti kasvava.

a) Suoran ympyrilierion muotoinen siilié, jonka tilavuus on V, valmistetaan kahdesta eri
materiaalista. Pohjiin kdytettavan materiaalin hinta (mk/m?) on 40 % suurempi kuin vaipan
materiaalin. Maarita lierion korkeuden ja pohjan siateen suhde siten, etta sailion materiaa-
likustannukset ovat mahdollisimman pienet.

b) Suoran az — by = O kertoimet a ja b valitaan umpimdhkddn valiltd [0,1]. Mikd on
todennakéisyys, ettd suoran kulmakerroin on < % ?

a) Maaritd vakiot A ja B siten, ettd funktio F: F(z) = Aln(1—z) + B In(z + 2) on funktion

& fE) = ;%J':_Z integraalifunktio valilla |-2,1[.

b) Maarita kaikki kompleksiluvut z, joille 22 = 2i.

Maiirita kaikki kokonaisluvut n, jotka toteuttavat yhtilon (n% +n —1)"+3 =1,

Osoita, ettd kaikilla z:n positiivisilla arvoilla funktion f: f(z f derivaatta on

Suppenevan lukujonon (z,), n = 1,2,3,..., luvut toteuttavat kaikilla n:n arvoilla kaavan

Tpi1 = %(:z:n + %), missa a > 0. Maarita lim,, _, o, Z.



YLIOPPILASTUTKINTO 31.3.1989 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA
Tehtdvissd 2, 5, 6, 7 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1.
2.

10.

Olkoon P(z) = 2z3 + 3z2 — 5z + 6 ja P’'(z) sen derivaatta. Laske P(—2) ja P/(-2).
a) Ratkaise yhtdlo (12z — 1)z = 6.

b) Erdan tavaran hintaa oli alennettu 25 %. Kun alennetusta hinnasta luvattiin vield
20 % alennus, olisi tavaran saanut 294 markalla. Kuinka suuri oli alkuperdinen hinta?

Ratkaise epayhtils (z — 2)2 — (z2 —4) > 2.

. Maairita se funktion f: f(z) = 622 — 1 integraalifunktio F, jolle F(—1) = 6.

a) Piirrd kdyrd y = z3 — 9z ja laske kdyrin ja positiivisen z-akselin viliin jidvin
alueen pinta-ala.

b) Kausiluonteista tydta tekeva henkild ansaitsi (15 — (3 — 3n)?) - 1000 mk/kk, missa
n on kuukauden jarjestysnumero (1,...,12). Kuinka suuri oli talléin vuosipalkka?

a) Origosta alkavan vektorin @ = 21477 paitepisteestd P alkava ja z-akselin pisteeseen
Q paattyva vektori b on kohtisuorassa vektoria @ vastaan. Maarita pisteet P ja Q seka
vektori b.

b) Eris bakteeri on muodoltaan ympyralieri, jonka pdissd on puolipallot. Lierién
pituus on 4,0 - 10~® m, ja pohjan halkaisija on 1,510~ m. Puolipallojen side on
sama kuin lierion pohjaympyran sade. Laske bakteerin tilavuus ja massa kayttden
tiheytena veden tiheytta.

a) Mairitd funktion f: f(z) = 423 — 1122 — 14z — 25 suurin arvo vililld [—2,4].

b) Origokeskisen ympyrdn side on 9. Selvitd, voidaanko pisteestd (—4,8) piirtdd
ympyralle tangentti.

Yhtena paivana klo 9 - 20 avoinna olleen nayttelyn kavijamaarasta tehtiin seuraa-
vat havainnot: klo 11 mennessa oli kaynyt 42 henkea, klo 12 mennessa 115, klo 15
mennessa 171, klo 17 mennessa 268, klo 19 mennessa 580 ja sulkemisaikaan mennessa
623 henked. Piirra kavijamaarad kuvaava kayra ja selvita sen avulla 1) mitka olivat

a) Massa m pienenee ajan t funktiona eksponentiaalisesti (m = m02—t/ T, missa m,
ja T ovat vakioita) puoliintumisajan ollessa 20 d. Missd ajassa m pienenee 10 % ?

b) Tieosuudella, jolla oli 90 km/h nopeusrajoitus, mitattujen nopeuksien keskiarvo oli
85,2 km/h ja keskihajonta 8,0 km/h. Kuinka monta % autoista ajoi 1) ylinopeutta,
2) vahintaan 100 km/h, kun nopeuksien jakauma oli normaali?

Maapallon meridiaanin neljinnes (matka piivdntasaajalta navalle) on 10 000 km.
Paivantasaajan ylapuolella 36 000 km korkeudella merenpinnasta on tietoliikenne-
satelliitti. Kuinka korkealla horisontin ylapuolella (0,1°:n tarkkuudella) se on, jos se
on suoraan eteldssa tarkastelupaikasta, jonka leveyspiiri on 70,0° (Utsjoki)?



YLIOPPILASTUTKINTO 31.3.1989 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA
Tehtdvissd 2, 4, 6, 7 ja 8 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1.

10.

Mairita vakiot A ja B siten, ettd funktio f: f(z) = Ae?* + Be™2% toteuttaa ehdot f(0) = 1,
£1(0) = 4.

-1
dz
a.) Laske { m
b) Auto kulkee matkan s tasaisella nopeudella v. Kuinka monta prosenttia nopeammin matka olisi

kuljettava, jotta matkustusaika vahenisi 60 prosentilla?

Yksilg_kévektorit @ ja b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Maaritd vektorin pituus, kun
a+26+3¢=0.

a) Ympyrankaari 8; = {(z,y) | 22 + y> = R?, y > 0} muodostaa tasoalueen S ylireunan. Kaaret
82 = {(z,¥) | z? +y*+ Rz =0,y < 0} ja s3 = {(z,y) | 2 + y* — Rz = 0, y > 0} muodostavat sen
alareunan. Piirrda S ja maarita sen ala.

b) Kumpi luvuista z = V1 + ¥10-1001 ja y = ¥/1 + ¥/10-1901 on suurempi?

Rajaytystyomaalta lentda kivi 30 metrin paahan, jolloin sen lentoratana olevan paraabelin huippu
on 10 metrin korkeudessa. Maarita lahtokulma 0, 1° tarkkuudella vaakasuoran maanpinnan suhteen
mitattuna.

a) Suoran ympyrakartion korkeuden H ja pohjan siteen R suhde on 2. Miirita kartion sisaan-
piirretyn pallon tilavuuden suhde kartion tilavuuteen. Tarkka arvo ja likiarvo kahdella desimaalilla.

b) Heitettaessa kahta noppaa silmalukujen nelididen summa s on satunnaismuuttuja. Maarita s:n
odotusarvo.

a) Mitka kompleksiluvut z toteuttavat yhtdloparin 22 =1,2-zZ=1i(2+32) ?

b) Kdyrit y = —2z%2 + 2 > 0 jay = y/1 — z? rajoittavat useampiosaisen tasokuvion. Niista osista
se, joka jia ympyran z2 + y? = 1 ulkopuolelle, pyorihtii z-akselin ympari. Miarita syntyvin
pyorahdyskappaleen tilavuuden tarkka arvo ja likiarvo yhden desimaalin tarkkuudella.

a) Maarita likiarvoja kayttamatta funktion f: f(z) = sin’zcos'z, z € R, suurin ja pienin arvo.
b) Maairitellddn f: R — R kaavalla f(z) = limp_ o % Piirra funktion f kuvaaja.

Lankaan pujotetaan 24 pallon muotoista lasihelmea, jotka peittavat 40 cm langasta. Helmista on
6 mustaa, 8 punaista ja 10 vihredd. Samanvariset helmet ovat samankokoisia, ja mustan helmen
halkaisija on puolet punaisen halkaisijasta. Minka pituisia on helmien halkaisijoiden oltava, jotta
helminauha olisi mahdollisimman kevyt? Helmien pujotusreikid ei oteta huomioon. Vastaus
0,1 mm tarkkuudella.

100 000 markan laina, jonka vuotuinen korko on 10 %, maksetaan takaisin kymmenessa vuodessa
suorittamalla kunkin vuoden lopussa vakioerd, joka koostuu korosta ja kuoletuksesta. Minka suu-
ruinen tama vakioera on? Mikd on kymmenentena vuotena maksettu korko?



YLIOPPILASTUTKINTO 27.9.1989 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA
Tehtdvissd 2, 3, 5, 9 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1.

2.

10.

Ratkaise epayhtalo %— — z_5_3 <zT+ z_§_6
a) Laske f(2), kun f(3) =4 ja f'(z) = 3z — 1)%.

b) Mairita suorien £ — 3y + 3 = 0 ja 3z — 10y + 1 = O leikkauspiste.
1

a) Laske [ (1 —z2%)%dz.
172

b) Paraabeli, jonka huippu on pisteessi A = (0,4), leikkaa z-akselin pisteissd
B = (3,0) ja C = (—3,0). Maarita paraabelin ja z-akselin rajoittaman alueen ala.

Nosturi voi litkkkua suoria kiskoja pitkin 30 m ja kurottautua 20 m:n paahin. Kuinka
suuri on nosturin saavuttama alue? (Vastaus 10 m?:n tarkkuudella.)

a) Milld muuttujan z arvoilla kdyrd y = (z — 1)%(z + 1) laskee?
b) Maarita tarkka arvo luvulle, jonka nelidjuuri on /9 - 8 + 1/98.

Kevaan ylioppilastutkintoon osallistuneitten lukumaara kasvoi vuodesta 1983 vuoteen
1985 2,5 % . Kokelaista oli kevdilli 1983 miespuolisia 38,28 % ja 1985 38,37 % .
Kuinka monta prosenttia naispuolisten kokelaiden maara tiana aikana kasvoi?

Erdan tuotteen A valmistukseen kadytetdan viittdtoista eri alihankkijoiden valmista-
maa osaa. Kunkin osan toimituksessa sattuu yhtena tyopaivana sadasta A:n tuo-
tannon keskeyttavid hairioitd. Mikd on todennikoisyys, ettd tuotanto annettuna
tyopdivana keskeytyy mainitusta syysta?

. Mairita sellaiset luvut a ja b, ettd polynomi 3 — 322 + z + a on jaollinen polynomilla

z2 -z +b.

a) Tasasivuisen kolmion ABC sivulla AB on piste D siten, ettd AD = %AB. Pis-
teeseen D sivulle AB piirretty normaali leikkaa sivun BC pisteessd E. Pisteeseen E

sivua BC vastaan piirretty normaali leikkaa sivun C A pisteessd F. Maarita kolmioi-
den DEF ja ABC alojen suhde.

b) Funktio f on muotoa f(z) =m- 2’”, missd m ja k ovat positiivisia vakioita. Laske
f(6), kun f(3) =27 ja f(4) = 36.

a) Nelion sivu on a ja keskipiste O. Kuinka suureksi on valittava O-keskisen ympyran
sade, jotta ympyran ulkopuolelle jadvit nelion osat olisivat alaltaan yhta suuret kuin
nelién ulkopuolelle jadvat ympyran osat?

b) Kahden luvun harmoninen keskiarvo on lukujen kdanteislukujen keskiarvon kaan-
teisluku. Osoita, ettd kahden erisuuren positiiviluvun a ja b harmoninen keskiarvo on
pienempi kuin mainittujen lukujen keskiarvo.



YLIOPPILASTUTKINTO 27.9.1989 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA

Tehtavissa 1, 6, 7, 9 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).
*:114 merkityt tehtavat eivat kuulu oppimaaran keskeisiin alueisiin.

1.

. 10.

a) Maarita yhtilén (1 + z2)® = 1 reaalijuuret.

b) Tavaran hinta nousi kahdesti perakkdin p %. Talloin hinnan kokonaislisiys oli
22,1 %. Maarita p.

Miiritd ympyran 2+ z 4+ y? = 0 keskipiste ja side seki pisteen (1,2) etdisyys ympyrasta.
Ratkaise yhtdlo sinzcosz = 1/2.

Osoita, ettd polynomilla P: P(z) = z2 — (a? + 2)z + a? = 0 (a # 0) on nollakohta
valilla ]0,2] .

Osoita, ettd funktio f: f(z) = z + v/z2 + 1 on aidosti kasvava koko R.:ssa.
w/2 w/2

a) Laske integraalien I; = [ cos?zdz ja I, = [ sin?zdz summa ja erotus seki niiden
0 0

avulla I ja I,.

b) Vene, jonka nopeus tyynessd vedessd on 10 km/h, kulkee erddssa joessa 5 km:n matkan
myo6tavirtaan 3 minuuttia nopeammin kuin vastavirtaan. Maarita joen virtaamisnopeus

(km/h).

a) Kauppias on todennut myyvansa kuukaudessa 15 kg vihemman kahvia jokaista markan
suuruista kilohinnan korotusta kohti. Milld kilohinnalla kahvi olisi myytava, jotta voitto
olisi mahdollisimman suuri, kun 50 mk:n kilohintaa vastaa 500 kg:n kuukausimyynti ja
kauppiaan kustannukset kahvikiloa kohti ovat 30 mk ?

b) Pisteestd (—2,0) lahtevd vektori ¥ muuttuu siten, ettd sen kirki piirtdd ympyran
z? + y? = 16. Minka kiyran piirtdi tillin vektorin keskipiste?

Maiaritd kdyrin y = /1 — z pisteeseen (—1, \/5) piirretyn tangentin yhtalo ja osoita, etta
kayra koko maaritysjoukossaan (sivuamispistettd lukuun ottamatta) on tdméin tangentin
alapuolella.

a) Jos z; (1 =1,2,...,n) ovat normaalijakautumaa noudattavia satunnaismuuttujia, joi-
den keskiarvot ovat p; ja keskihajonnat oy, niin myés z; + ... + z, on N(u,0?), missd
p=p1+...+p,jac?=012+...+0,2 Ratkaise timin nojalla seuraava ongelma: Pus-
sissa on 23 makeista. Makeisten paino on normaalisti jakautunut, keskiarvo on 2,1 g ja kes-
kihajonta 0,25 g. Mika on todennakoisyys, ettd pussissa olevat makeiset yhteensa painavat
yli50g ?

b) Maaritad yhtilén £19° = z(2z)°%° — 299822 reaalijuuret.

a) Neli66n on piirretty r-sdteinen puoliympyra, jonka janne (2r) on nelién lavistdjdn suun-
tainen. Kuinka monta prosenttia nelién alasta vahintdan jad puoliympyran ulkopuolelle?

*b) Positiivisen funktion f kuvaajan y = f(z) vilid (0,t] vastaavan osan pydrdhtiessd
z-akselin ympari syntyy pyorahdyskappale, jonka tilavuus kaikilla ¢:n positiivisilla arvoilla
on n[f(t)* — f(0)%]. Maaritd f, kun f(2) = 1.



YLIOPPILASTUTKINTO 30.3.1990 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA
Tehtdvissa 4, 5, 8, 9 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1. Laske polynomin z8 + z3 derivaatan arvo pisteessi z = —-%.

2. Sahkon hintaa nostettiin vuoden alussa 11 prosenttia ja vuoden lopussa uudelleen 11
prosenttia. Kuinka monta prosenttia sahkon hinta nousi kaikkiaan?

3. Heratyskello jatattdaa 24 s vuorokaudessa. Maanantaiaamuna klo 7.00 kello oli
1 min 22 s edelld. Milloin kello oli seuraavan kerran oikeassa?

4. a) Maarita kaikki perdkkaiset luonnolliset luvut, joiden nelididen erotus on 2211.

b) Nelion kirjet ovat A = (1,0), B = (0,1), C = (—1,0) ja D = (0,—1). M&arita se
nelion ABC D piste, joka on i) lahinnd pistettd (—27—,4), ii) kauimpana tasta pisteestd.

5. a) Maanpintaa kuvaavan vaakatason pisteestd A ndkyy 100 m korkea torni 3° kul-
massa. Toisesta tason pisteestd B torni ndkyy 4° kulmassa. Maaritd pisteiden A ja
B vilimatka, kun torni sekd pisteet A ja B ovat samalla suoralla.

b) Mairita vakio A siten, ettd funktion f: f(z) = A(z — z2) erdin integraalifunktion
kuvaaja kulkee pisteiden (1,2) ja (2,3) kautta.

6. San Franciscon vuosien 1906 ja 1989 maanjaristysten suuruudet Richterin asteikolla
olivat 8,2 ja 7,1. Maarita jaristysten energioiden suhde, kun Richterin asteikon lukema
M liittyy energiaan F kaavalla log,; £ = 11,8 + 1,5M.

. . . e e o . H . ___)
7. Pisteiden O = (0,0), P = (6,8) ja Q@ = (9,14) mairaamat vektorit OP ja OQ ovat
suunnikkaan sivuina. Maarita suunnikkaan lavistdjien pituudet.

8. a) Erddn liikkeen myymistd CD-levyistd on 99 prosenttia virheettomia. Ostaja tar-
kastaa 21 levyn erdn ja 1oytda kaksi virheellistd levyd. Mikd on timan tapahtuman
todennakoisyys?

b) Tasasivuisen kolmion karjet ovat ympyran kehalld. Kolmiota kierretian 60° ym-

pyran keskipisteen ympari. Maaritd kolmion uuden ja alkuperdisen asennon muodos-
taman tdhden pinta-alan suhde kolmion alaan.

2
9. a) Kun z # —a, on f(z) = w. Maarita a siten, ettd f supistuu polynomiksi.
Mika on talléin lim,_, _, f(z) ?

KAANNA !



10.

b) Kuution muotoiseen laatikkoon, jonka sirma on 20 cm, pakataan kerroksittain
pallon muotoisia kovia karamelleja, joiden halkaisija on 2 cm. Pohjakerrokseen mah-
tuu talloin 100 karamellia ja laatikkoon siis yhteensa 1000 kappaletta. Vastaava
laatikon tdyttdminen toistetaan kiyttien karamelleja, joiden halkaisija on 2/n cm
(n kokonaisluku). Kuinka kidy laatikkoon mahtuvien karamellien kokonaispainon?

1
a) Maarita vakio a vililtd [0,1] siten, ettd [ |z? — az|dz on mahdollisimman pieni.
)

Mika on tama pienin arvo?

b) Oppilaan kevattodistuksen keskiarvo oli 0,375:n verran parempi kuin joulutodis-
tuksen. Kummassakin todistuksessa oli samat oppiaineet, mm. musiikki. Jos mu-
siikkinumero, joka ei muuttunut, jatettaisiin huomiotta, olisi keskiarvon nousu 0,400.
Kuinka monta oppiainetta todistuksessa oli ja kuinka moni arvosana vahintaan nousi,
kun mikaan ei noussut kahta numeroa enempaa?



YLIOPPILASTUTKINTO 30.3.1990 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA
Tehtavissa 1, 3, 6, 8 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1. a) Olkoon f(z) = 1—%,. Laske f(21In2) ja ratkaise yhtalo f(z) = %

b) Erdédn lainan vuotuinen korko nousi 11 prosentista 12,5 prosenttiin. Kuinka monta
prosenttia lainan korkokulut talléin nousivat?

2. Laske fixde:c,
1

3. a) Kolmion kulmat ovat z, 2z ja 3z. Laske lausekkeen (sin z + sin 2z + sin 3z)? tarkka
arvo.

b) Maaritd yhtilén z# + 222 — 15 = 0 kaikki neljd juurta.

4. Eras kirjakauppa myy CD-ROM-sanakirjaa, tietosanakirjaa ja levyasemaa seuraa-
vin pakettihinnoin: Sanakirja ja levyasema 9 000 mk, tietosanakirja ja levyasema
8 200 mk, sanakirja, tietosanakirja sekid levyasema 12 000 mk. Mikd on tdman mu-
kaan levyaseman hinta?

5. Tieverkon muodostavat kehatiet 2 +y2? = r2, r = 1, 2, 3 km, seki kahdeksan origosta
O lahtevaa sateittaista tieta, yksi kuhunkin paa- ja vali-ilmansuuntaan. Maarita lyhin
reitti uloimman kehatien pisteestd P, joka on pohjoisen ja koillisen siteen puolivilissa,
pitkin tieverkkoa pisteeseen @, joka on lantiselld sateelld kahden sisemman kehan
puolivilissd. Mika on taman reitin pituus?

6. a) Ratkaise epayhtald Ig%‘_'—%- - %] < 0,01.

b) Kuution muotoinen puupino sisiltid n? kappaletta samankokoisia metrin pitui-
sia pyoreita puita, jotka on ladottu n:a3an samanlaiseen kerrokseen (n kokonaisluku).
Mairita pinon puusisallon tilavuus.

7. Vesikourun poikkileikkaus A on alla olevan kuvion mukainen. Virtausvastuksen pie-

nentamiseksi a + 2b pyritddn saamaan mahdollisimman pieneksi. Maarita vastaavat
a ja b millimetrin tarkkuudella.

b A= 15,0 dm2 b
45,0° 45,0° B
KAANNA'!
Q




10.

a) Eras tiedonsiirtojarjestelmd valittdd nollista ja ykkosistd koostuvia seitsemén
merkin pituisia ”sanoja”. Satunnaisten, toisistaan riippumattomien hairididen
vuoksi 0 vaaristyy 1l:ksi todennakéisyydelld 0,005, kun taas 1 vaaristyy O:ksi
todennakoisyydella 0,010. Mika on todennakoisyys, etta lahetetty sana 0010111

saapuu vastaanottimeen siten, ettd enintaan yksi merkki on virheellinen?
b) Madrita ne ry-tason pisteet, joilla sinzsiny + coszcosy = 1. Piirrad kuvio.

Olkoon f funktio f(z) = z2e~" + 1. i) Osoita, ettd =, # 0 on yhtdlén f(z) = 0 juuri,
jos ja vain jos z, on yhtalon e* +z =0 juuri. ii) Osoita, ettd yhtalolla f(z) = 0
on tasmalleen yksi nollasta eroava juuri. iii) Maaritd tdma juuri kahden desimaalin
tarkkuudella.

a) Lentokone lihtee nousuun vektorin —20¢ + 105 + 3k suuntaisesti vaakatasoa ku-
vaavan zy-tason pisteestd (1500,2000). Samassa koordinaatistossa maantietd esittaa
yhtdlo 2z + y = 200. Milla korkeudella lentokone ylittdd maantien? Koordinaatiston
pituusyksikko on 1 m.

b) Osoita, ettd ympyréan sisdanpiirretyistd kolmioista tasasivuinen kolmio on alaltaan
suurin. Ohje: Osoita ensin, ettd tasasivuinen kolmio on suurin sisddnpiirretyista
tasakylkisista kolmioista.



YLIOPPILASTUTKINTO 28.9.1990 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA
Tehtavissa 3, 5, 7, 8 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1. Autovuokraamo A perii kiintedd perusmaksua 150 mk/vrk ja lisdksi kilometrimak-
sua 1,80 mk/km. Autovuokraamo B perii ainoastaan kilometrimaksua, joka on 2,50
mk/km. Kummasta on edullisempaa vuokrata auto yhdeksi vuorokaudeksi, jos ar-
vioitu ajomatka on 400 km?

3. a) Kumpi luvuista a = 21I 2117119 53 b = %—8 117120 op suurempi?

b) Pyoérailijat ovat 700 metrin etdisyydella toisistaan ja ajavat tasaisella nopeudella.
Puolen tunnin paasta nopeampi saavuttaa hitaamman. Mika on ajajien nopeusero?

4. Muistikaaviosta 113 355 saadaan luvun = likiarvoksi 355/113. Kuinka monta prosent-
tia tama eroaa m:n arvosta?

5. a) Mika on todennékdisyys sille, ettd umpimahkaan valittu luonnollinen luku on jaol-
linen luvuilla 4, 5 ja 6 ?

b) M4&aritd se suoran 3z + 2y = 2 piste, joka on ldhinna origoa.
6. Laske paraabelin y = 222 + z ja suoran y = 2z + 1 rajoittaman tasokuvion ala.

7. a) Maatilasta halutaan erottaa nelién muotoinen 6000 m? palsta. Milli tarkkuudella
sivun pituus olisi mitattava, jotta erotettava pinta-ala olisi 1 m? tarkkuudella oikea?

b) Pisteet O = (0,0), P = (1,m) ja A = (a,0) ovat kolmion OP A karkiad. Maaritd
a > 0 ja m > 0 siten, ettda kolmio on suorakulmainen ja alaltaan 2m.

8. a) Valokuvausliike lupaa kuvat ilmaiseksi, elleivit ne ole valmiina 24 h:ssa. Kes-
kimaarainen valmistusaika on 15 h ja sen hajonta 3 h 20 min. Kuinka monta prosenttia
tilauksista liike joutuu antamaan ilmaiseksi, kun valmistusajan jakauma on normaali?

b) Lentdja haluaa paastd suoraan iddssd 115 km padssd olevaan kohteeseen. Hénen
koneensa nopeus tyynelld ilmalla on 240 km/h. Lennon aikana puhaltaa pohjoistuuli
19 m/s. Mihin suuntaan konetta on ohjattava, jotta se paasisi suoraan perille, ja mika
on talloin lentoaika?

9. Milld z:n arvoilla polynomin 2 — z — z2 mielivaltaisesti valittu integraalifunktio saa
suurimman arvonsa ja milla pienimman, kun -1 <z <2?

KAANNA !



10. a) Perustele derivaatan avulla, ettd yhtalolla z2 + z? + 2z + 1 = 0 on yksi ja vain yksi
reaalilukuratkaisu. Maarita taman likiarvo yhden desimaalin tarkkuudella. Kerro
lyhyesti, kuinka likiarvo on saatu.

b) Katulamppu on 5 m korkean pylvaan padssa. Henkild, jonka pituus on 160 cm,
etadntyy pylvdastd nopeudella 2 m/s. Milld nopeudella henkilon paan varjo etaantyy
pylvaasta?



YLIOPPILASTUTKINTO 28.9.1990 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA
Tehtdvissd 1, 2, 7, 8 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1.

10.

a) Madrita yhtalén (1 + z + /z)(1 + z — /z) = 1 reaalijuuret.

b) Tuotteen A hinnasta on 17 % liikevaihtoveroa. A:n hinta ilman liikevaihtoveroa on
120 mk. Mika on A:n verollinen hinta?

a) Mairita funktion f: f(z) = e* — z pienin arvo.

b) Ratkaise yhtdldépari z + ay = 2, £ + y = 0. Milld a:n arvoilla yhtiloparilla ei ole
ratkaisua?

0
Laske f sinz coszdz.

—
2

Kolmion sivut ovat 2, 4 ja 5. Maarita kolmion suurin kulma 0, 1° tarkkuudella.

Ratkaise epayhtil6 /1 — 2z > 1 — z.

Maairita kahden desimaalin tarkkuudella luku a, jolle f e**dr =11.
0

a) Maarita vektori, joka saadaan kiertdmalld vektoria v = 1 + 27 origon ympari 45°
positiiviseen suuntaan.

b) Laske kiyrin y2 = (e® — 1)(e — e®) pydrihtiessi z-akselin ympari syntyvin pyé-
rahdyskappaleen tilavuus.

a) Rasia, jonka koko on 25x25x5 cm?, sisiltid 25 palloa, joiden halkaisija on 5,0 cm.
Kohtisuoraan rasian kannen liapi tyonnetddn terava neula 2,0 cm syvyyteen. Mikid on
todennikoisyys, ettd neula osuu palloon?

b) Puistossa on kaksi toisiaan vastaan kohtisuoraa kaytivad sekd koirien suosima
puu, jonka etaisyys toisesta kdytavasta on 60 m, toisesta 100 m. Kaytavien valiin on
muodostunut lyhin mahdollinen suora oikopolku, joka sivuaa puuta. Minkd kulman
tama oikopolku muodostaa puuta lihempéana olevan kiytavan kanssa?

T

Todista oikeaksi kaava sinz = % — %cos 2z + %—cos 4z ja laske sen avulla fsin49: dr.
0

a) Funktio f maaritellddn kaavalla f(z) = z + sinz. i) Osoita, ettd f on aidosti

kasvava. ii) Maaritd kdanteisfunktion derivaatta (f'l)’(3—7r-2_—2—).

b) Lipputangon, jonka poikkileikkauksen halkaisija on 20 cm, ympari on kierretty
maasta huippuun ulottuva naru, joka nousee 60° kulmassa ja kiertda tangon 12 kertaa.
Mika on narun pituus? Miki on lipputangon korkeus?



YLIOPPILASTUTKINTO 27.3.1991 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA
Tehtavissa 1, 3, 5, 6 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1. a) Sievenna lauseke (a + b)? — (a — b)? ja laske sen tarkka arvo, kun a = 1003%,
b= 10073,

b) Kuluttaja osti ensin 250 g kahvia normaalihintaan ja seuraavana paivand 750 g sa-
maa kahvia 35 % alennuksella. Kuinka monta prosenttia normaalihintaa halvemmaksi
koko kahvikilo talléin tuli?

2. Ratkaise yhtilo 4v/3z = 1 — 4z2.

3. a) Maapallo, jonka side on 6400 km, kiertdd vuodessa kerran auringon ympéri 150
miljoonan kilometrin etdisyydelld. Kuinka monessa minuutissa maa kulkee halkaisi-
jansa pituisen matkan? Maan kiertorataa voidaan pitaa ympyrana.

b) Kolmion kdrkind ovat pisteet A = (—1,1), B = (2,—1) ja C = (3,3). Esitd
— — —
komponenttimuodossa vektorit p = AB, ¢ = BC ja ¥ = CA sekd laske summat

p+g+7 ja 3p— g+ 2F.

4. Tyokalujen hankintakustannuksista saa verotuksessa vahentdd hankintavuotena
30 % ja kunakin seuraavana vuotena 30 % jiljelle jAdneestd maarasta. Kuinka monen
vuoden kuluttua nain laskettujen vihennysten summa ylittda 60 % hankintakustan-
nuksista?

5. a) Luvun v/r% — a? likiarvona voidaan kiyttdd lukua r — ;a?/r. Laske tdmén nojalla
luvun /3 likiarvo sopivia kokonaislukuja r ja a kiyttien. Kuinka monta prosenttia
tama likiarvo poikkeaa tarkasta arvosta?

17z2% + 82z — 15
T+ 90 )

b) Maarita limg_, _s

6. a) Erddn maljan sisdltdméi nestemddrd on suoraan verrannollinen nestepinnan kor-
keuden neli6én. Korkeuden ollessa 10 cm malja sisdltdd 1,0 1 nestettd. Mikd on
nestepinnan korkeus, kun maljassa on 2,0 | nestetta?

b) Laske kiyrien y = 4z2 ja y = (z + 3)? rajoittaman alueen pinta-ala.
7. Pussituskonetta sidtamalla pussin keskisisdlto voidaan valita vililtd 300 g --- 500 g.
Mittausten mukaan sisdllén massa on talléin normaalisti jakautunut hajonnan ollessa

15 g. Miten suureksi pussin keskisisdlto olisi siddettdavd, kun vaaditaan, ettd pussin
sisdlté on 95 prosentin todennakéisyydella yli 400 g ?

KAANNA !



8.

10.

Jarven rannalla on kaksi tdhtdyspistettdi A ja B, joiden vilinen etdisyys on
1386 m. Vastarannalla on puu P. Suuntakehilld on mitattu kulmat PAB = 37,4°
sekd PBA = 53,9°. Laske puun etdisyys pisteestda A.

Madrita graafisesti yhtdlén 2* = 2+ %juuret. Paranna sen jdlkeen suurimman juuren
likiarvoa laskinta kdyttiden kahden desimaalin tarkkuuteen.

a) Maarita funktio f, kun f’(z) on suoraan verrannollinen muuttujaan z ja f(0) = 1
sekd f'(1) = 14/31.

b) Suorien y = 4z ja y = —z + 9 sekd z-akselin rajoittamaan kolmioon piirretddn
suorakulmio siten, ettd yksi sivu on z-akselilla. Mikd on suorakulmion pinta-alan
suurin mahdollinen arvo?



YLIOPPILASTUTKINTO 27.3.1991 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA

Tehtdvissa 1, 3, 4, 5 ja 7 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1.

a) Ratkaise yhtdlé £ — /43 — 3z = 11.

b) Seuramatkan hinnasta lennon osuus on 50 %. Lennon hinnasta 30 % on polttoai-
nekustannuksia. Polttoaine kallistuu 10 %. Kuinka monen prosentin nousun tama
aiheuttaa matkan kokonaishintaan?

1
Laske f:ze“:2 dr.
0

a) Milla vakion a arvoilla z = 0 on yhtilén z3 + az? + z = 0 ainoa reaalijuuri?
b) Mairitd funktion f: f(z) = (1 — cos®z)® suurin ja pienin arvo.

a) Henkild lottoaa yhden rivin (7 numeroa 39:std). Mikd on todennakdisyys, ettei han
saa yhtdan oikein?

b) Olkoon vektori 2)—34 =1+ 2j. Miirita piste B siten, ettd kulma OAB on suora ja

. —) . . . _) .
vektorin O B pituus on kaksi kertaa vektorin O A pituus.

a) Yhtdléssd Iny = z/2 + 10° muuttuja z kasvaa ykkésen verran. Kuinka monta
prosenttia kasvaa talloin y ?

b) Suoran ympyrdkartion pohjana on kuution pohjanelidon sisddnpiirretty ympyra.
Kartio leikkaa kuution vastakkaisen tahkon pitkin ympyrad, jonka ala on kolmasosa
pohjaympyran alasta. Laske kartion tilavuuden ja kuution tilavuuden suhde.

Kahden metrin korkeudelta heitetty pallo osuu viiden metrin padssa olevan puun
runkoon viiden metrin korkeudella. Pallon lentoratana on paraabeli, jonka huippu on
heittdjan ja puun vilissd kahden metrin etdisyydelld puusta. Laske heittokulma.

a) Tasa-aineinen pallo kelluu vedessa siten, ettd siitd on pinnan yldpuolella osa, jonka
korkeus on r/5 (r on pallon side). Miiritd pallon tiheys (kg/m?3), kun veden tiheys
on 1,00 - 10® kg/m?3.

b) Osoita, ettd erotus 1 + 0,5t — /1 + t on pienenevd, kun —1 <t < 0, ja kasvava,
kun ¢t > 0. Tutki titd tietoa kdyttien, milld tarkkuudella yhtild /1 + z5 ~ 1+0,5- z°
on voimassa, kun z € [—1%, 1%].

KAANNA !



8.

10.

Jana AB, jonka pituus on 1, liikkkuu siten, ettd sen paatepiste A = (a,0) on z-akselilla
ja paatepiste B = (0,b) y-akselilla. Minka kdyran piirtda tilléin piste C = (z,y),
joka jakaa janan siten, ettd |AC|: |[CB|=1:37

Funktio f on maéaritelty valilld | — 1, 1|, ja derivaatta f’ on olemassa pisteessd z = 0
(mutta ei valttdimattd muualla). Maarita

£(a?) = §(==*)

lim 3

z—0 xT

Suorakulmaisen huoneen korkeus on 2 m, leveys 3 m ja pituus 4 m. Lattian nurkka-
pisteestd on seindd ja kattoa pitkin vedettdva mahdollisimman lyhyt siahkoéjohto katon
keskipisteeseen. Mihin katonrajan kohtaan johto on vedettava, ja kuinka paljon johtoa
tarvitaan?



YLIOPPILASTUTKINTO 25.9.1991 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA
Tehtavissa 1, 4, 6, ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1.

10.

a) Miten luku a on valittava, jotta yhtilén az? + z — 4 = 0 toisena juurena on —4 ?

b) Metrin mitaksi luullulla véilineelld mitattiin 60 metrin juoksurata. Kun samalla
vilineelld mitattiin tarkistuksen vuoksi tasan 50 m mittaiseksi tiedetty valimatka,
saatiin tulokseksi 52,5 "metria”. Kuinka pitka oli vdlineen ” metri”, ja kuinka pitkaksi
tuli juoksurata?

Ratkaise yhtdld (z +7 — v/3)(z + 7 + v/3) = 0.

Luokalla, jolla oli 28 oppilasta, heistd 16 tyttoa, kaytti silmalaseja 7 oppilasta, joista 3
oli poikia. Onko taman tilaston perusteella silmalasien kdytto sukupuolesta riippuvaa?

a) Kuinka kaukana origosta on suorien 3z —2y — 16 = 0 ja 5z —4y+ 16 = 0 leikkaus-
piste?

b) Miten a on valittava, jotta vektorit @ = (2 + 3a)i — 4 ja ¥ = 51 + (a — 5)J olisivat
1) samansuuntaisia, 2) samoja?

Ita-lansisuuntaisen kadun leveys on 15 m. Sen molemmin puolin on 18 m korkeat ta-
lot. Etelasta paistavan auringon sdteet muodostavat 40° kulman vaakatason suhteen.
Osuvatko auringonsiteet kadun pohjoispuolella olevaan ikkunaan, jonka ylareuna on
4,0 m korkeudella kadun pinnasta?

a) Milld kulmakertoimen k arvoilla suoran y = kz ja paraabelin y = z? rajoittaman
alueen ala on 36 ?

b) Henkilét A ja B lahtivdt samasta kohdasta kiertdmaan samaa 600 m mittaista
kuntolenkkia, mutta vastakkaisiin suuntiin. A:n nopeus oli 1,5-kertainen verrattuna
B:n nopeuteen. Kuinka pitkdt matkat he olivat kulkeneet, kun he viidennen kerran
kohtasivat toisensa?

Kuinka suuressa kulmassa maapallo ndkyy kuun pinnalta kohdasta, joka on lahinna
maata? Maan side on 6 378 km, kuun side on 1 738 km ja maan ja kuun vilinen
etdisyys (keskipisteestd keskipisteeseen) on 384 400 km.

Liikkeen myynti viitena perakkaisend kuukautena oli tuhansina markkoina 273, 314,
283, 295 ja 265. Laske ndiden keskiarvo ja hajonta. Seuraavassa kuussa myynti oli
296 000 mk. Voidaanko sanoa myynnin merkitsevasti lisidntyneen?

a) Suora y = z — 2 leikkaa paraabelin y = —z? pisteissi A ja B. Niiden viliseen
segmenttiin piirretdan kolmio ABC, jonka kolmas karki C on se paraabelin piste,
johon piirretty tangentti on AB:n suuntainen. Laske kolmion ABC pinta-ala.

b) Milld muuttujan arvoilla funktio In[(z — 2)(4 — z)] on madritelty, ja mitkd arvot se
saa?

Kartalla, jonka mittakaava on 1 : 20 000, on nelikulmion ABC D muotoinen alue.
Kartasta mitattiin seuraavien sivujen pituudet: AB = 23 mm, BC = 44 mm, CD =
42 mm. Kulma B on suora, mutta kulman C suuruus on 57°. Laske alueen suuruus
hehtaareina.



YLIOPPILASTUTKINTO 25.9.1991 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA
Tehtdvissd 3, 5, 6, 7 ja 8 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1.

Ratkaise yhtildo z2 —1 = 3(z +1).

Onko funktio f: f(z) = e®sinz funktion g: ¢g(z) = e*sinz+ e® cos z integraalifunktio?

1
a) Miirita vakio A siten, ettd [ (e + Az)dz = 0.
0

b) Kun tavaran hintaa alennettiin 20 %, sen markkamdiriinen myynti kasvoi 2,0 %.
Kuinka monella prosentilla kasvoi myyty tavaramaara?

Ratkaise yhtild cosz = v/3sinz.

a) Laatikosta, jossa on kolme punaista, neljd sinistd ja viisi mustaa palloa, otetaan
umpimahkaan kaksi palloa. Mikd on todennakéisyys, ettd ne ovat samanvariset?

b) Kdyrdn y? = (2 + z)(2 — z)(1 — z) muodostama umpinainen silmukka pydrahtia
z-akselin ympari. Laske muodostuneen pyérihdyskappaleen tilavuus.

a) Vektorit @ = ¢ + 7 ja b = —21 — 37 ovat kolmion kahtena sivuna. Miiriti niiden
yhteisesta alkupisteesta piirretyn korkeusjanan pituus.

b) Henkilé antaa kolmelle ystavilleen yhden joululahjan kullekin, ja kdyttdd tahin
yhteensa 1000 markkaa. Mikdan lahja ei saa maksaa enempéaa kuin kaksi kertaa kumpi
tahansa muista lahjoista. Kuinka paljon kallein lahja voi enintdan maksaa? Jos kaksi
lahjaa on yhta kallista, paljonko ne enintdan maksavat?

a) Osoita, ettd kdyrd y = z(1+Inz) (z > 0) ei ole missdin kohdassa suorany = r—e™!
alapuolella.

b) Tasapaksusta peltilevystd on valmistettava litran vetoinen, suoran ympyralierién
muotoinen, kanneton ja mahdollisimman kevyt muki. Mitkd ovat sen mitat?

a) Osoita, ettd likimaariisessd kaavassa (1 + £)® ~ 1 + 6z virhe on pienempi kuin
1,6 -102, kun 0 < z < 0,01.

b) Osoita, ettd kaikilla parven 22 + y? — 2az —4ay = 5 — 10a ympyrdilla on tismalleen
yksi yhteinen piste. Mika tama piste on? Piirrd ympyraparven kuva.

KAANNA !



9.

10.

Henkilo A, joka maksaa tuloistaan veroa 60 %, hankkii vuoden alussa z markalla
obligaatioita, joiden vuotuinen korko on 10 %. Korosta saa verottomana 2 000 mk,
ja sen jadlkeen korosta puolet on verotonta aina 18 000 markkaan saakka. Esitd ko-
rosta vuoden lopussa kidteen jdava osa y z:n funktiona ja piirrd funktion kuvaaja.
Mika korko on silld kokonaan verottomalla obligaatiolla, joka antaa 100 000 markan
padomalle saman nettotuoton, jonka A saa ostaessaan verollisia obligaatioita 100 000
markalla?

Osoita, ettd polynomi z? + pz — %— - 122 vaihtaa merkkinsa vililld |0, 1], olipa p mikd
tahansa reaaliluku.



YLIOPPILASTUTKINTO 27.3.1992 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA
Tehtavissa 1, 3, 4, 5 ja 7 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1. a) Kuinka monen sekunnin kuluttua maan pinnalta lahetetty valo palaa takaisin hei-
jastuttuaan kuun pinnalla olevasta heijastimesta? Valon nopeus on 3,0-10%® m/s ja
heijastimen etdisyys valolahteesti on 3,8 - 105 km.

b) Ratkaise yhtal6
£ T
Z -2 =y10-3.
6 8 10
(Tarkka arvo ja likiarvo kolmen desimaalin tarkkuudella.)
2. Maiirita funktion f: f(z) = 6z — }z? suurin ja pienin arvo vililla [0, 10].

3. a) Erain tuotteen tarjonta kasvoi 25 %. Kuinka monta prosenttia hinta talldin laski,
jos tuotteen hinta on kddntaen verrannollinen tarjontaan?

b) Suunnistaja etenee vektorin 1 suuntaisesti 150 m pisteesta O pisteeseen A, josta
han jatkaa 270 m vektorin 3: + 45 suunnassa pisteeseen B. Miten kaukana hian on
talloin lahtopisteesta O ?
2
4. a) Milld luvun a arvoilla integraali [(z? — (a — z)?)dz saa arvon 0 ?
0

b) Abiturientit saivat helmikuussa 1991 pitkassa ranskassa seuraavat maarat kouluar-

vosanoja:
arvosana: 4 5 6 7 8 9 10 Yhteensa
lukumaara: 0 8 10 30 36 39 29 152

Piirra pylvasdiagrammi aineistosta seka laske taulukossa olevien arvosanojen keskiarvo
ja keskihajonta.

5. a) Vajaan, jonka leveys on 2,5 m ja pituus 3,0 m, rakennetaan harjakatto. Katon lap-
peet muodostavat 35° kulman vaakatason suhteen. Katon lappeet jatkuvat kaikkien
seinien yli niin pitkalle, etta talon ymparille muodostuu 30 cm levyinen sadesuoja.
Laske katon pinta-ala.

b) Kun erailla luokalla jokainen oppilas antoi valokuvansa jokaiselle luokkatoverilleen,
vaihtoi 1 122 valokuvaa omistajaa. Kuinka monta oppilasta luokalla oli?

6. Eraasta matkasta jouduttiin tietyon takia kolmasosa ajamaan neljasosalla tavanmu-

kaisesta keskinopeudesta. Kuinka monta prosenttia keskinopeus laski koko matkalla,
kun muu osa matkasta ajettiin tavanmukaisella keskinopeudella?

KAANNA !



7.

10.

a) Jaitel6totterd on muodoltaan ympyrakartio, jonka pohjan sade on 2,5 cm ja korkeus
12,0 cm. Totterossa olevan jadtelopallon side on 3,0 cn. Mahtuisiko pallon sisdltama
jaatelomaara kokonaisuudessaan totteroon?

b) Koulusta my6hastynyt oppilas my6hastyy seuraavanakin koulupaivana 30 prosen-
tin todennakdisyydelld. Jos oppilas on tullut ajoissa kouluun, hin myohastyy seuraa-
vana koulupadivana 10 prosentin todennakoisyydelld. Kuinka suuri on todennakoéisyys,
ettd oppilas tulee keskiviikkona ajoissa kouluun, jos han saman viikon maanantaina
myohastyi koulusta?

Tyontekijan bruttokuukausipalkka laski 10900 markasta 9700 markkaan. Samana
ajanjaksona hintatasoa kuvaava kuluttajahintaindeksi nousi 137,0 pisteesta 144,0 pis-
teeseen. Kuinka monta prosenttia oli bruttopalkan reaalinen muutos?

Miten suuri on pyorean putken sisahalkaisija, kun putkeen juuri ja juuri mahtuu nelja
13 mm paksuista, pyoreaa johtoa?

Lentokone lentaa lantta kohti nopeudella 700 km/h, jolloin aurinko nayttad pysyvan
koko ajan horisontissa. Milla leveysasteella lentokone lentda? Matka navalta paivan-
tasaajalle on 10000 km.



YLIOPPILASTUTKINTO 27.3.1992 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA
Tehtdvissa 4, 5, 6, 9 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1.

Mairita se funktion f: f(z) = sinz + 1 integraalifunktio, joka saa arvon 3, kun z = 0.
Maiaritd ne kdyrin y = (z + 1)* — 4z pisteet, joissa kdyran tangentti on vaakasuora.
Ratkaise epayhtdlo /1 — 2z < 2.

a) Yhdenmuotoisten arkkien A4 ja A5 alojen suhde on 100:50. Kirjoitusta sisdltava
A4-kokoinen arkki pienennetian kokoon A5. Kuinka monta prosenttia tekstin korkeus
talloin pienenee?

b) Vektorin w = AB alkupiste A = (2,3), vektorin ¥ suunta on sama kuin vektorin
v = 41 — 37, ja vektorin @ pituus on 3. Maarita piste B.

a) Miarita yhtilén az? — 2z — a = 0 pienempi juuri, kun a on nollasta eroava vakio.

b) Kun erailld paikkakunnalla 80 henkil6a jii ty6ttémaksi, nousi paikkakunnan tyotto-
myysprosentti 9 prosentista 13 prosenttiin. Kuinka monta ty6tonta paikkakunnalla
oli timan jalkeen?

a) Radiumin méard N, pienenee mdardaan N ajassa t kaavan N = N, e~ ** mukaisesti,
missd A on vakio. Radiumin puoliintumisaika on 1 580 vuotta. Kuinka kauan radiumin
maaran pieneneminen kymmenesosaansa kestaa?

b) Verohallituksen ohjeen mukaan kunnallisverotuksessa mydnnettdva perusvihennys
lasketaan seuraavasti. Jos tulon madira on 8800 mk, ei kunnallisverotuksessa jaa
verotettavaa tuloa. Jos tulon maara ylittda 8800 mk, vihennysta pienennetaan 20
prosentilla ylimenevasta tulon maarastd. Mitd kaavaa noudattaa z markan tulosta
myo6nnettiva vihennys, ja milld z:n arvolla vihennys ei enida vaikuta?

Maiarita lausekkeen 2z — /1 — z2 suurin ja pienin arvo.

Osoita, ettd kiayrat z* + y* = 1 ja 2zy = 1 leikkaavat toisensa, ja maarita leikkauspis-
teiden etdisyydet origosta. Tarkat arvot ja likiarvot kolmen desimaalin tarkkuudella.

a) Kolmion karjet ovat O = (0,0), P = (a,0) ja Q = (Z0,¥) (@, Zo,Yo Ovat positiivisia
vakioita). Kolmioon piirretddn kannan OP suuntainen jana, jonka sivuilla OQ ja PQ
olevat paatepisteet R ja S yhdistetdan sivulla OP olevaan pisteeseen T. Mikd on
janan pituus, kun kolmion RST ala on mahdollisimman suuri?

b) Lausu funktio f: f(z) = 12cosz — 5sinz muodossa Rcos (z + w), missd R ja w
ovat vakioita, ja maarita tata tietd funktion f suurin ja pienin arvo. Milld z:n arvoilla
ne saavutetaan?

KAANNA !



10. a) Funktion f: f(z) = % kertoimet toteuttavat ehdot ¢ # 0, d # 0 ja ad = be.

Osoita, ettd f on vakiofunktio maarittelyjoukossaan. Miki tdma vakioarvo on?

b) Lattia halutaan pdallystia samankokoisilla sadnnéllisen n-kulmion muotoisilla laa-
toilla. Maarita kaikki luvun n arvot, joilla paallystaminen on mahdollista. Ohje:

Olkoon n-kulmion kulma u. Tall6in on kulman u oltava muotoa Zpi, missa p on koko-

naisluku. Lausu p luvun n avulla ja tutki, mitka kokonaislukuparit (p, n) toteuttavat
saadun yhtalon.



YLIOPPILASTUTKINTO 18.9.1992 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA
Tehtdvissa 2, 3, 7, 9 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1. Ratkaise yhtilot 1° z2 — 100z = 0, 2° 2 — 100 = 0 ja 3° z2 — 100z% = 0.

2. a) Ympyran muotoisen levyn side on 35 mm. Levyyn porataan pydred reikd, jonka
side on 24 mm. Laske nidin saadun rei‘itetyn levyn pinta-ala.

1
b) Laske [ (6z2 — 8z)dz.

-2

3. a) Mdaritd ne positiiviset, yksinkertaisimpaan muotoon supistetut murtoluvut, joiden
osoittajan ja nimittdjan summa on 10.

b) Miarita ne positiiviset muuttujan z arvot, jotka toteuttavat epayhtalén

2z +3z-20<0.

4. Mika on kiyrille y = —z%+4z +1 pisteeseen (1,4) piirretyn normaalin yhtil6? Missa
toisessa pisteessd tama normaali leikkaa mainitun kdayran?

5. Omenapuun korkeudelle y metria esitetdan mallia

12t

~ t+100’

missa ¢ on puun ika vuosina. Tutki, mitd arvoja tima malli antaa, kun puun ika on
0,1, 2,5,10, 20, 50 tai 100 vuotta. Kuinka paljon puu kasvaa mallin mukaan vuodessa,
kun se on 5-vuotias ja 50-vuotias? Voisiko omenapuu saavuttaa mallin mukaan 13
metrin korkeuden?

y

6. Auton akusta saatava jannite U laskee akusta otettavan virran I funktiona yhtalon
U(I) = 12 — 0,3 - I mukaisesti. Auton kdynnistysmoottoriin saatava teho P on jan-
nitteen ja virran tulo P(I) = U(I) - I. Miki on timéin tehon suurin arvo, ja kuinka
suuri on vastaava virta?

7. a) Nelion kirkini ovat pisteet (5,5), (2,2), (5,—1) ja (8,2). Vektorin & = ai + b
alkupiste on (—2,3) ja loppupiste sattumanvaraisesti valittu mainitun nelion sisdpiste.
Kuinka suurella todennakéisyydellaon 1° a >0, 2° 5>07?

b) Turpeessa on vetta aluksi 60 %. Kuinka monta prosenttia vedesta on haihdutettava,
jotta turpeessa timan jalkeen olisi vain 20 % vetta?

8. Eraan yrityksen valmistamien akselien lapimitta on normaalisti jakautunut keskiarvon
ollessa 150,00 mm. Kuinka suuri saa lapimitan hajonta enintadn olla, jotta lapimitta
ylittdisi hylkdamisrajan 150,20 mm korkeintaan 0,5 prosentin todennakoisyydella?

KAANNA !



9.

10.

a) Erddn mallin mukaan tietyssd tilanteessa sattuvien auto-onnettomuuksien toden-
nakoisyys riippuu kuljettajan veren alkoholipitoisuudesta seuraavasti. Jos veressd on
v promillea alkoholia, on todennikdisyys R(v) = e?'4'* prosenttia. Milld v:n arvoilla
malli ei voi vastata todellisuutta? Kuinka suuri on mallin mukainen todennakoisyys,
jos veressa on 0,5 promillea alkoholia? Kuinka paljon alkoholia on veressa, jos mallin
mukaan todennidkdéisyys on 15 prosenttia?

b) Laskimen mukaan on /4,456 790123 - 103° ~ 2,111111111 - 10*®. Tutki, onko
kyseessd neliojuuren yla- vai alalikiarvo.

a) Olkoon f(z) = 3 —6z2+ 12z —17. Laske sijoittamalla £ = y+2 lausekkeen f(y+2)
sievennetty muoto. Saadusta tuloksesta voidaan pdatella, milld y:n ja vastaavasti milla
z:n arvolla funktio saa arvon nolla. Etsi esitetylld tavalla yhtilon f(z) = O reaalijuuren
tarkka arvo ja likiarvo laskimen antamalla tarkkuudella.

b) Kun suoran ympyréakartion pohjaympyrén sade on r ja kartion korkeus k, on kartion
tilavuus V = %wrzh. Olkoon tallaisen kartion sivuviivan pituus s = 60 mm, jolloin
r2 + h? = s2. Esita kartion tilavuus korkeuden h funktiona ja mairitd tilli tavoin
tilavuuden suurin arvo.



YLIOPPILASTUTKINTO 18.9.1992 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA
Tehtdvissd 2, 3, 4, 5 ja 7 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1. Maaritd vakiot A ja B siten, ettd funktio f: f(z) = Asinz + B cosz toteuttaa ehdot
f(3)=m=f(3) =2

2. a) Maarita ne tason vektorit, joiden pituus on = 1 ja jotka ovat kohtisuorassa vektoria
—1 + 3j vastaan.

b) Johda lauseke sdanndllisen n-kulmion kulmalle.

3. a) Tavaran hinta nousi ennen joulua p %. Sitd myytiin joulun jilkeen 60 % alennuk-
sella, jolloin sen hinta tuli samaksi kuin ennen korotusta. Mdarita p.

b) Ratkaise yhtild sin z = cos (2z + g2r_)
4. a) Mairita kdyran y = 23+ 1 ja sen pisteeseen (1, 2) piirretyn tangentin leikkauspiste.

b) Korttipakassa on 52 korttia, joista 4 on assid. Pelaaja ottaa pakasta umpimahkain
4 korttia. Mikd on todennékdisyys, ettd i) kaikki ovat dssid, ii) mikaan ei ole dssa?

5. a) Osoita, ettd yhtildlld (z + 1) = z on tidsmailleen yksi reaalijuuri.

b) Kumpi luvuista a2 + %bz ja ab on suurempi, kun a # 0, b # 0 ? Esimerkit eivit
kelpaa perusteluksi.

bla + |alb
|a] + |b]
sama alkupiste. Osoita, ettd ¢:n kdrki C on a:n kidrjen A ja b:n kidrjen B yhdysjanalla.
Missa suhteessa C jakaa janan AB 7

6. Olkoot @ ja b vektoreita, joille |a| + [b] > 0, ja ¢ = . Vektoreilla @, b ja ¢ on

7. a) Ympyralierién muotoinen putki, jonka pituus on 50 cm ja halkaisija ulkoa mitat-
tuna 10 cm sekd sisdltd mitattuna 9,9 cm, peitetddn sekd ulkoa ettd sisaltd
0,1 mm maalikerroksella. Kuinka monta prosenttia enemman maalia kuluu ulkopuolen
maalaamiseen?

H d
b) Laske { T—_—c%s'z.
/2

8. Lentokone, joka on 15 kilometrin korkeudessa merenpinnasta rantaviivan ylapuolella,
lahettdd valosignaaleja, jotka merelld oleva laiva nakee horisontissa. Kuinka pitkad
matka laivan on kuljettava rantaan padstikseen? Maapallon halkaisija on 12756 km.

KAANNA !



9.

10.

Lainasta, jonka suuruus on K mk, peritdan 15 % vuotuinen korko, ja laina maksetaan
takaisin n vuoden aikana maksamalla kunkin vuoden lopussa koron lisiksi vakioly-

K

hennys 7~ mk. i) Kuinka paljon korkoa kaikkiaan maksetaan? ii) Milld n:n arvoilla
korkomenot ylittdvit lainan maaran K mk? iii) Kuinka monta prosenttia korkomenot
nousevat, jos korkoprosentti nousee kahdella prosenttiyksikolla?

Esitd funktio f: f(z) = [ (t + |t — z|)dt, z € R, integroidussa muodossa seka piirra

ow—®

funktion kuvaaja.



YLIOPPILASTUTKINTO  2.4.1993 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA

Tehtdvissa 2, 3,4, 5 ja 7 on kussakin kolme vaihtoehtoa, joista saa suorittaa vain yhden. Vaihtoehto
c) on tarkoitettu ldhinnd kokeilukursseja opiskelleille, mutta sen saa valita kuka tahansa.

1. Tilausmatkan kustannukset ajateltiin jaettavaksi tasan 22 osanottajalle, mutta kun lahtijoita
olikin 24, tuli kullekin matka 10 mk halvemmaksi. Kuinka paljon kukin osanottaja joutui
lopulta maksamaan?

hr —4
3

2
2. a) Esitd funktio f: f(z) = ( > polynomina ja derivoi timéa polynomi.

b) Kauppias oli maksanut tuotteesta 220 mk. Kuinka suureksi hdnen olisi asetettava myyn-
tihinta voidakseen myo6ntda kiteisalennusta 15 % ja saada silti voittoa 15 % maksamastaan
hinnasta?

c¢) Aurinko nousi Jyvaskyldssd 2.4. klo 6.36 (kesdaikaa) ja nousee viikkoa my6hemmin klo 6.13.
Mihin aikaan aurinko nousee Jyvaskyldssi 14.4., kun lyhyelld aikavililld auringon nousuaika
on pdivimadaran lineaarinen funktio (kuvaajana suora)?

3. a) Ratkaise yhtdlopari

{az+w—2u—yy=w,
T(z+y)—3(z—y)=21.

b) Huhtikuun 2. pdivd 1993 on perjantai. Miki viikonpaivd on 1001:n yén kuluttua?
c¢) Kuinka monen vuoden paistd hinnat olisivat 1,5-kertaisia, jos ne nousisivat joka vuosi 7 %?
4. a) Ratkaise yhtdlo 2z(z +3)-3(22z-1)=9 —4z.

b) Suomessa syntyvista lapsista 51,3 %
on poikia. Kuinka suurella todenné-

komyydeua, seﬁsenlaps]sen Jukolan per- VALUWTAT Tilivaluutta Setelikurssit

) . A . 28.1.1993 Osto Myynti Osto Myynti
heen kaikki lapset ovat poikia? ,

USA - dollari USD 5.482 5,498 5,398 5,628

Kanada - dollari CAD 4,276 4,296 4,216 4,396

2 Iso-Brit. - punta GBP 8,398 8,440 8,259 8.615

c¢) Kuinka monta 50 Saksan markan sete- Irianti - punta  IEP 9,004 9,044 8,834 9,254
. . . . " Ruotsi - kruunu SEK 0.7579 0.7679 0.7479 0,7859
lia matkalle 1ahteva henkilo saattoi enin- Norja - kruunu NOK 0,8033 0,8073 0.7883 0.8243
. \ s Tanska - kruunu DKK 0,8852 0.8882 0,8732 0,9082
taan ostaa pankista, kun pankin vili- Islanti - kruunu ISK  0,0839 0.0889 0.0819 O0,0989
. . s . . Saksa - markka DEM 3,3991 3.4091 3,3411 3.4761
tyspalkkio oli 25 mk, kurssi oli oheisen Hollanti ~ guldeni NLG 3,023  3.032  2.972  3.100
. - . i Belgia - frangi  BEF 0.1650 0.1656 0.1623 0,1693
taulukon mukainen ja hidnen kdytettavis- Sveitsi - frangi CHF 23,7072 23,7192 3.6442 3.7972

sddn oli 4000 mk?
5. a) Kun suorakulmaisessa kolmiossa piirretddn suoran kulman kérjestd ldhtevd korkeusjana,
jakaantuu kolmio kahteen osaan, joiden alojen suhde on 1 : 2. Laske kolmion pienimméan

kulman suuruus 0,1°:n tarkkuudella.

b) Muuntajassa on 110 metrid poikkileikkaukseltaan pyoredd halkaisijaltaan 2,0 mm olevaa
kuparijohtoa. Kuinka paljon tdma johto painaa? Yksi kuutiosenttimetri kuparia painaa 8,92 g.

KAANNA'!



10.

c) Fibonaccin lukujono alkaa kahdella ykkoselld, minkd jdlkeen seuraava luku saadaan aina
kahdesta edellisestd laskemalla ne yhteen: ay =1, az =1, a3 = 2, ay =3, as = 5,... ,ay4 =
46368, azs = 75025, ... . Mikd on a3? Kuinka paljon suhde a4 : az3 poikkeaa irrationaalilu-
vusta (1 + v/5)/2?

Oheisessa kuvassa on erddn polynomifunktion f kuvaaja. Selvitd kuvan perusteella, kuinka
suuri on f'(0). Missi muissa pisteissd derivaatalla on sama arvo kuin origossa?

a) Laske sen alueen pinta-ala, jonka maa- 2 T
radvit epdyhtdlot y > z — 3 ja
y < —z2 4+ 8z -09. C
b) Huoneisto, jonka pinta-ala oli 96 m?, 1 i
oli esitteessd kooltaan 40 mm x 60 mm. .
Esitteessd olevan keittién ala oli 3,0 cm?. B /
Mikd oli esitteen mittakaava ja mikad 0 - e
keittion ala? -
¢) Yksinkertainen "ruokakori” koostuu F
viidestd tuotteesta, joiden osuudet on -1
lueteltu seuraavassa taulukossa. Erdiden .
tuotteiden hinnat nousevat, erdiden las- o
kevat taulukon mukaisesti. 5 -
Osuus Hinnan
Tuote  korissa muutos
A 35 % + 2,0 % =3
B 25 % ~-1,0% -2 -1 0 1 2
C 20 % +4,4 %
D 14 % -58%
E 6 % + 6,2 %

Laske koko ruokakorin hinnanmuutos.

Tahtitieteessd etdisyydet ilmoitetaan usein yksikkond parsek, joka on se etdisyys, josta Maan
kiertoradan side nakyisi yhden kulmasekunnin suuruisessa kulmassa. Kuinka monta kilometrid
on parsek, kun Maan radan side on 150 000 000 km?

Rautalangasta, jonka pituus on 50 cm, taivutetaan kuvan mukainen
kehikko suorakulmaista sirmictd varten. Langan paistd varataan kum-
mastakin 1 cm pientd silmukkaa varten. Sirmion pohja on nelién muo-
toinen. Miten timan nelion sivu ja miten kehikon korkeus on valittava,
kun sdrmién tilavuus halutaan mahdollisimman suureksi?

Koulussa on 300 lamppua, joiden kestoiki noudattaa normaalijakaumaa keskiarvon ollessa
1200 h ja keskihajonnan 200 h. Lamput palavat 55 h viikossa. Kaikki lamput vaihdetaan
kerralla. Kuinka usein tima on tehtdva, jotta vain 50 lamppua ehtii sammua?



YLIOPPILASTUTKINTO 2.4.1993 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA
Tehtavissa 3, 4, 6, 7 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1. Ratkaise yhtalo

2. Laboratoriossa tarvitaan 750 grammaa 2-prosenttista suolaliuosta. Saatavilla on vain
5-prosenttista suolaliuosta ja vetta. Kuinka paljon néita on sekoitettava halutun liuok-
sen valmistamiseksi?

3. a) Laske funktion e + e 3% tarkka arvo, kun e?* = 9.
b) Autoilijan tyématkan kesto ¢ riippuu liikennevirrasta m kaavan
t =0,01m? +0,03m + 18

mukaisesti, missa ¢ on ajoaika minuutteina ja m liitkenteen mittauspisteen minuutissa
ohittavien autojen maara. Kuinka suuri saa liikennevirta enintéan olla, jotta autoilijan
tyomatka kestdisi enintdan puoli tuntia?

4. a) Huoneessa on kaksi pystysuoraa peilid, joiden vélinen kulma on 130°. Vaakasuora
valonsdde heijastuu perakkain molemmista peileista. Mika on tulevan ja lahtevan
sateen valinen kulma?

b) Olkoon w = 1—2:. Maéaritd kompleksiluku z, jolle z+w on puhtaasti imaginaarinen
ja zw reaalinen.

5. Ratkaise yhtalo
2z + a? — 3a

-1

vakion a kaikilla reaaliarvoilla.
6. a) Tutki, onko yhtdlolld sin z + cos z = 1,41422  reaalijuuria.
b) Suoran tien viereen rakennetaan tayttomaasta meluvalli, jonka poikkileikkaus on

pystyssd olevan paraabelin muotoinen. Vallin korkeus on 3 m, leveys maanpinnan
tasolla 6 m ja pituus 55 m. Kuinka monta kuutiometria tdyttomaata valliin tarvitaan?

KAANNA !



7.

10.

a) Pisteestd P; = (10,0,0) lahetetddn valonsade suuntaan U, = 27+ 47 +3k ja pisteesta
P, = (310,480,400) suuntaan 53 = —4z — 65 — 5k. Kohtaavatko valonsiteet toisensa?

b) Laivan polttoainekulut tunnissa ovat verrannolliset nopeuden kuutioon. Laivan
muut kulut ovat 12 000 mk tunnissa. Nopeudella 20 km/h polttoainekulut ovat 1500
mk/h. Milld nopeudella matka Helsingistd Turkuun on kokonaiskuluiltaan mahdol-
lisimman edullinen?

Kemista klo 15.12 lahtenyt juna kohtaa Muurolassa Rovaniemelta klo 16.00 lahteneen
junan ja on perilld Rovaniemella klo 16.40. Vastaantullut juna on puolestaan Kemissa
klo 17.22. Kuinka paljon kello on junien kohdatessa ja kuinka kaukana Muurola on
Kemista, kun Kemin ja Rovaniemen valimatka on 114 km?

a) Henkilot A ja B kdyvat padivittdin samassa kahvilassa. Kumpikin saapuu kahvilaan
sattumanvaraiseen aikaan klo 9.00 ja 10.00 vililla ja viipyy sielld 15 minuuttia. Mika
on todennakdisyys sille, ettd he ovat kahvilassa tiettynd paivana samalla hetkella?

b) Tutki, milla tarkkuudella likim&&rainen yhtalo

1
1+=z

=1-z+z%*-2°

patee, kun 0 < z < 0,1.
Missa R:n osajoukossa A funktio f:

f(z)=1n(3(1 - e7))

voidaan méaaritellda? Osoita, ettd f on A:ssa aidosti kasvava. Mikd on A:n kuva f(A)
kuvauksessa f? Muodosta f:n kaanteisfunktio f~!. Missa joukossa B se puolestaan
voidaan mairitelld ja miki on f~1(B)? Laske f'(z) ja (f~!)'(y) ja totea, ettd niiden
tulo vastinpisteissd on = 1. Piirrd samaan koordinaatistoon kayrat y = f(z) jay =

f~i().



YLIOPPILASTUTKINTO  24.9.1993 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA

Tehtavissa 2, 5, 6, 8 ja 9 on kussakin kolme vaihtoehtoa, joista saa suorittaa vain yhden. Vaihtoehto
c) on tarkoitettu lahinnd kokeilukursseja opiskelleille, mutta sen saa valita kuka tahansa.

1. Kuinka paljon mehutiivistettd ja kuinka paljon vettd tarvitaan, kun niitd on sekoitettava suh-
teessa 1 : 3 ja halutaan 6,0 litraa mehua?

a 3+a Y . .
153 1 Milld a:n arvolla kuitenkin

3
2. a) Murtolukuja ei pida laskea yhteen seuraavasti: 3 +

saadaan oikea tulos?

b) Sokerijuurikkaassa on 18 % sokeria. Kuinka paljon sokerijuurikkaita tarvitaan valmistet-
taessa 10 tonnia sokeriliuosta, jonka sokeripitoisuus on 10 %?

¢) Mukin sisikorkeus on 7,0 cm ja lapimitta samoin 7,0 cm. Mika on mukin vetoisuus?

3. Valokuvanegatiivin koko on 24 mm x 36 mm. Negatiivista tehdyn suurennoksen pitempi sivu
on 15 cm. Laske suurennoksen pinta-ala.

4. Suomalaisten veriryhmajakauma on seuraava: A 44 %, B 17 %, AB 8 % ja O 31 %. Milla
todennakoisyydelld puolisot kuuluvat samaan veriryhmaan?

5. a)Erdanoppilaitoksen kustannustaso ylittda normitason 21 prosentilla. Kuinka monta prosent-
tia kustannuksista on leikattava vuosittain, jotta oppilaitoksen kustannukset saavuttaisivat
normin kolmessa vuodessa? Vastaus yhden desimaalin tarkkuudella.

b) Luokkahuoneesta, joka on 8 m pitkd, 8 m leved ja 2,7 m korkea, haluttaisiin tehdd audito-
rio, jonka lattia nousisi portaittain (portaan korkeus 16 cm). Miksi jo 6-portainen auditorio
osoittautuu mahdottomaksi?

c¢) Kalatalouden keskusliiton julkaisussa on mainintoja eri-ikdisten haukien pituuksista. Jos
kasvuolot ovat hyvit, on vuoden ikdisen hauen pituus meilld 15 cm, 3-vuotiaan 37 cm, 4-
vuotiaan 47 cm, 5-vuotiaan 52 cm, 6-vuotiaan 60 cm, 7-vuotiaan 70 cm ja 8-vuotiaan 76
cm. Piirrd hauen pituutta kuvaava kidyrd. Minkalainen kasvumalli ndyttaisi sopivan parhaiten
hauen pituudelle? Kuinka pitka olisi timan mallin mukaan hauki 2-vuotiaana ja 12-vuotiaana?

a
6. a) Laske integraali [(az — a)dz ja miaritd ne a:m arvot, joilla integraalin arvo on nolla.
0

b) Viljelmdssa olevien bakteerien massa on 0,50 g. Tama kymmenkertaistuu vuorokaudessa.
Kuinka pitkdn ajan kuluttua bakteerien massa on jo 150 g?

¢) Kulutus- ym. tottumukset liittyvat ikdkauteen. Tutkimusta varten valittiin viisi ikdluokkaa,
joista ensimmaisen muodostavat 1-vuotiaat ja viimeisen 81-vuotiaat. Miten luokat valittiin,
kun ikdporrastus suoritetaan 1) lineaarisen mallin (aritmeettisen lukujonon) mukaan, 2) eks-
ponentiaalisen mallin (geometrisen lukujonon) mukaan?

KAANNA !



7. Erdan tuotteen hinta voidaan asettaa vilille 150 mk/yksikké ... 400 mk/yksikkd. Jos hinta

10.

on z mk/yksikko, niin kuukaudessa arvioidaan myytavan keskimaarin 72000 — 180z yksikkoa.
Milla yksikkohinnalla saataisiin suurin myyntitulo?

a) Valilla [1,10] funktio f maaritelladn seuraavasti: ,
Vuosi Kerroin

s oo
f(z) = 6 — (z - 2)%, kun 1<z <5, 1961 0083
—z2 +16z — 58, kun 5< z < 10. s TR

1964 6.92

1965 6.61

Tutki, onko funktio f jatkuva, sekd maaritd funktion suurin ja pienin arvo. L
1968 5.55

o o SO o 0 . 1969 S.
b) Vuonna 1992 18ydettiin entista suurempi alkuluku (jaoton luku), 2756839 1. 1970 32

. o0 T aleel . . 0qq e 1971 497
Osoita, ettd talloin luku 2756839 4+ 1 ei voi olla alkuluku. Millid luvulla se on B
o . ? 1973 4.14
jaollinen? 1974 353
1975 3.00
1976 262

¢) Tontille on rakennettu kolme taloa eri aikoina: ensimmainen vuonna 1959 B 233
rakennettu oli tullut maksamaan 55 milj. silloista markkaa, v. 1965 rakennettu Dy
1,2 milj. mk ja viimeinen v. 1980 rakennettu 2,2 milj. mk. Mika naistd 1981 161
rakennuksista oli tullut nykyrahassa laskien halvimmaksi ja mika kalleimmaksi? 1983 136

o © 1984 127
Oheisena eras rahanarvon muunnostaulukko. 1985 1.20

1986 1.16
1987 1.12

a) Kirjoissa kdytetaan ISBN-numerointia, joka 1989 100

koostuu maatunnuksesta (951 on Suomen tun-
nus), kustantajan ja teoksen numerosta (ks.
viereistd esimerkkid). Lopussa on tarkistus-

merkki, numero tai X (=10), joka maaraytyy ISBN 951-1-09354-1
seuraavasti: Numeroista ensimmainen kerro-

taan 1:ll4, toinen 2:la, kolmas 3:lla jne., yh-
deksas 9:113 ja saadut tulot lasketaan yhteen.
Kun saatu summa jaetaan 11:1l14, on jakojaan-
nos tarkistusmerkkina.

Eraassa kirjatilauksessa oli yksi epaselva merk-

ki. Tutki, mikd numero kuului ?:n paikalle ti- 7
lauksessa ISBN 951-0-75669-8. 9 789511 093541

b) EAN-juovakoodin (kuva edelld) viimeinen tarkistusnumero maaraytyy seuraavasti: Kun
luvut kerrotaan laidasta laitaan vuorotellen 1:113 ja 3:lla ja tulot lasketaan yhteen (siis kuvan
esimerkissd 1:94+3-7+1:-843-9+4+...+1-1 = 110), saadaan nollaan pdattyvad luku.
Osoita, ettd summa ei padty nollaan, jos yksi luku on luettu vadarin. Paljastaako menetelma
aina kahden vierekkdisen luvun vaihtumisen?

¢) Omaisuuden arvo maaraytyy perintoverotuksessa kuolinhetken mukaan. Samasta talosta,
jossa vainaja oli omistanut 60 m? huoneiston, myytiin samanlainen huoneisto 1 vuosi 4 kk
myShemmin hintaan 6 583 mk/m?. Téana aikana olivat huoneistojen hinnat kyseiselld alueella
laskeneet tilastojen mukaan 26 %. Minka arvoiseksi katsottiin vainajan omistama huoneisto,
ja kuinka suuri oli perintovero, kun veroprosentti oli 13 ?

Jos nelion sivujen keskipisteet yhdistetdan nelion karkiin, syntyy keskelle saannolliseltd nayt-
tava 8-kulmio. Osoita laskemalla, etta se ei kuitenkaan ole saannollinen.



YLIOPPILASTUTKINTO 24.9.1993 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA
Tehtavissa 3, 4, 5, 7 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1.

2.

10.

Mitka kokonaisluvut toteuttavat yhtalon 3 — 522 — 17z +21 =07

Kumpi luvuista 2 + 3z ja 3 + 2z on suurempi, kun z > 1 7
a) Ratkaise yhtalo 10* (22 -1) =z — 1.

)
b) Esitd muodossa Az + By + C = 0 se suora, jonka origosta alkava vektori
21 — j + t(z + 27) piirtaa, kun t saa kaikki reaaliarvot.

a) Kun maan A rahayksikko devalvoidaan, kallistuu maan B rahayksikko A:n rahayk-
sikossa lausuttuna p % (p > 0). Silloin A:n rahayksikko halpenee B:n rahayksikossa
lausuttuna g %. Johda yhtalo p:n ja ¢:n valille. Laske yhtélosta p:n arvoja 5, 10 ja
30 vastaavat g:n arvot.

b) Piirra kayra y = ¢ — |z — 2| ja ratkaise sitd apuna kayttaen yhtalo 3z — 3|z —2| = z2.

Tarkat arvot.

a) Milla vakion p arvoilla polynomi 2pz® + 322 + 6z + 1 on koko R:ssa aidosti kasvava?

1
b) Laske [ (1 — %)z dz, kun r on positiivinen vakio.
0

Tavaraerdssa on 2 % virheellisia yksiloita. Milla todenndkodisyydella umpimahkaan
otetussa 20 kappaleen naytteessa on enintaan kaksi virheellista yksiloa?

a) Johda n:nnen derivaatan lauseke funktiolle f: f(z) = ze®.

b) Maarita se pisteen (2, 3) kautta kulkevista suorista, joka positiivisten koordinaatti-
akseleiden kanssa rajoittaa mahdollisimman pienen kolmion. Miké on taméan kolmion
ala?

Osoita, ettd (1+z)lnz+2(1-2) <0, kun0<z <1,

Nelion muotoiseen kehikkoon, jonka sivu on 8r, asetetaan r-sateisia palloja toistensa
viereen 16 kappaletta. Yhdeksaan pallojen valiin jaavaan kuoppaan asetetaan samoin
r-sateiset pallot ja naiden yhdekséan pallon paalle edelleen nelja palloa ja naiden paalle
yksi pallo. Mika on syntyneen pallopyramidin korkeuden suhde pallon halkaisijaan
Zr 7

a) Maarita kaikki funktiot f, jotka ovat koko R:ssa derivoituvia ja toteuttavat ehdon
flz+y) = f(z)+ f(y) kaikilla arvopareilla (z,y).

b) Nelion muotoisen ruohokentan kulmaan kiinnitetaan lampaan liekakoysi siten, etta
lammas péaasee syoméaan 90 % kentdn ruohosta. Kuinka monta prosenttia (kahden
numeron tarkkuudella) koyden pituus on kentan lavistdjan pituudesta? Tehtava vaatii
sopivalle tuntemattomalle johdetun yhtalon nuineerisen ratkaisemisen.



YLIOPPILASTUTKINTO  30.3.1994 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA

Tehtavissa 2, 3, 4, 6 ja 10 on kussakin kolme vaihtoehtoa, joista saa suorittaa vain yhden. Vaihtoehto
c¢) on tarkoitettu lahinnd kokeilukursseja opiskelleille, mutta sen saa valita kuka tahansa.

1. Kun matkalipun hintaa korotettiin 5,0 %, matkustajien maara vaheni 5,0 %. Kuinka monella
prosentilla talléin lisdantyivat tai vihentyivat liikennditsijan lipputulot?

2. a) Maarita se funktion f(z) = 6z? — 4z + 2 integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen
(—1,2) kautta.

b) Palkansaajan ennakonpidatysprosentti oli 42. Kuinka paljon haneltd oli pidatetty veroen-
nakkoa, kun han sai pidatyksen jilkeen 5084,00 mk?

¢) Kolmesta vahakuutiosta, joiden sirmét ovat 3 cm, 4 cm ja 5 cm, leivotaan yksi ainoa kuutio.
Laske timan sirman pituus. Kuinka monta prosenttia tdssi toimituksessa kokonaispinta-ala
muuttuu?

3. a) Mdaritd suorien z — 2y +4 =0 ja 4z + Ty — 12 = 0 leikkauspisteen etdisyys origosta.

b) Juhlasalissa on kaksi ovea. Jos vain ovea A kaytetddn, tyhjenee sali 18 minuutissa, ja jos
vain ovi B on kidytossd, tarvitaan 12 minuuttia. Missa ajassa sali tyhjenee, jos molemmat ovet
ovat kaytossa?

c¢) Vuonna 1981 oli maamme korkeakouluissa jokaista opettajaa kohti keskimdarin 13 opiske-
lijaa. Vuoteen 1991 mennessa oli opiskelijoiden maara kasvanut 37,3 % ja opettajien maara
20,6 %. Kuinka monta opiskelijaa oli vuonna 1991 jokaista opettajaa kohti?

4. a) Herra Hoppulainen oli autollaan matkalla kokoukseen. Kun hin oli vield 30 km pédissd
kokouspaikasta, han laski myohastyvansa kokouksen alusta 15 minuuttia, mikali han jatkaa
korkeimmalla sallitulla nopeudella 80 km/h. Kuinka paljon hin mydhastyisi, jos han joutuisi
ajamaan vain nopeudella 70 km/h, ja kuinka suurella nopeudella hinen pitiisi ajaa, jos hian
aikoisi olla ajoissa perilla?

b) Ratkaise yhtdlé log(z — 4) + log(z + 5) = log2 + log 5 ja tarkista vastaus.

c¢) Luvuista 100, 101, ... , 999 valitaan umpimahkdan yksi. Kuinka suurella todennakoéisyydella
se on palindromi eli sellainen luku kuten 121, joka etu- ja takaperin luettuna on sama?

5. Puun runkoa pidetddn suorana ympyrakartiona. Puun korkeus on 14 m ja tyven lipimitta
24 cm. Vuodessa puu kasvaa pituutta 30 cm, ja sen tyven lipimitta suurenee 4 mm. Kuinka
monta dm® puun tilavuus talloin kasvaa viidessa vuodessa?

6. a) Origosta alkavan vektorin O A = 12¢+ 157 kirjesta A lahtien piirretiin sellainen 13 yksikdn
pituinen vektori AB, etti kulma AO B on mahdollisimman suuri. Kuinka suuri on talléin B:n
etdisyys origosta?

b) Funktio f maaritellddn seuraavasti: f(z) = 23 —z + 1, kun z < 1, ja f(z) = 2z + 1, kun
z > 1. Tutki, onko funktio f jatkuva ja onko se derivoituva.

¢) Kuulantyontdjan kilpailutulokset ovat noudattaneet normaalijakaumaa. Keskiarvo on 18,70
m ja hajonta 0,30 m. Maailmanmestaruuskilpailussa hdan tyontaa kuulaa 19,52 m. Poikkeaako
tulos erittdin merkittavasti aiemmista tuloksista (eli onko se 99,9 % luottamusvalin ulkopuo-
lella)?

KAANNA!



7.

8.

10.

Oheisena on vilia —6 < z < 6 vastaava osa erddn funktion kuvaajasta y = f(z). Maarita
kuvion perusteella funktion nollakohdat; niistad pienin olkoon z;. Maarita edelleen derivaatan
arvo f'(zy). Vastaukset yhden desimaalin tarkkuudella.
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Viritelevisiolupamaksu on 846 mk vuodessa, jos se maksetaan yhdessa erdssi. Kahdessa eris-
sa maksettaessa maksuerd on 426 mk ja neljissd erdssi maksettaessa 216 mk. Maksettaessa
useammassa erassa joutuu siten maksamaan hieman enemmaén, mutta vastaavasti viela mak-
samattoman osuuden 846 markasta voisi pitdad kasvamassa korkoa. Minka korkoprosenttien
mukaan laskettuna korot kattaisivat suuremmat maksut?

Tuhohyodnteisten maara viljelmalla kasvoi viikossa p %. Joka toinen viikko levitettiin torjunta-
ainetta, joka vahensi tuhohyonteisten maarad ¢ %. Kun oli kulunut kahdeksan viikkoa, oli
hyonteisten maard sama kuin aluksi. Lausu ¢ p:n avulla ja laske ¢, kun p = 60.

a) Epayhtaloiden % + 1<y < (3-2z)z+ 2) mairitteleman alueen jakaa y-akseli kahteen
osaan. Maaritd naistd pienemman alan suhde isomman alaan.

b) Maarita funktion saamista arvoista suurin ja pienin, kun —37 < z < 3.

22+ 12 46

c¢) Tilastokeskuksen tyovoimatutkimuksen mukaan palkansaajia ja yrittajia oli vuosina 1960 —
1991 tuhansina henkildind seuraavat maarat.

Vuosi Palkansaajia Yrittajia
1960 1340 757
1970 1626 500
1980 1930 379
1985 2077 360
1990 2108 359
1991 2000 339

Havainnollista tilastotiedot diagrammina samassa kuviossa. Sovita kuvioon havaintopisteisiin
mahdollisimman hyvin sopivat (regressio)suorat ja esitd taman aineiston pohjalta ennuste,
kuinka paljon palkansaajia ja yrittajia Suomessa on vuonna 1994.



YLIOPPILASTUTKINTO 30.3.1994 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA
Tehtavissa 2, 3, 4, 6 ja 7 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1. Ratkaise yhtdlé |2z —1| = |3z +2|.

2. a)Polynomin P(z) = az® — 312241 eris nollakohta on x = 1. M&érité a ja ratkaise
taméan jalkeen yhtalé P(z) = 0.

b) Puu, jonka korkeus oli 30 metria, taittui 10 metrin korkeudelta, ja latvaosa kaatui
maahan irtoamatta tyviosasta. Kuinka kaukana latva osui maahan?

3. a) Ratkaise yhtalé 2cos®’z —3cosz —2 = 0.

b) Teollisuustuotannon osuus kansantuotteesta on 20 prosenttia. Kuinka monta pro-
senttia teollisuustuotannon tulisi kasvaa, jotta sen osuus kansantuotteesta nousisi 30
prosenttiin, jos muilla osa-alueilla ei tapahdu muutoksia?

4. a) Sadevesimittarina kaytettiin karjellaan seisovaa ympyrakartiota, jonka korkeus oli
15 cm ja pohjan sdde 20 cm. Sateen jalkeen mittarin vedenpinta oli 7 cm korkeudella.
Kuinka monta millimetria oli sademaara?

b) Maarita kompleksiluvut z = = + iy, joille z2 = —i.

5. Erasta pelia pelaa kolme yhta taitavaa pelaajaa A, B ja C. Kukin pelaaja saa voitosta
pisteen, ja lopullinen voittaja on se pelaaja, joka ensiksi saa kolme pistetta. A voittaa
ensimmaisen pelin, B toisen ja kolmannen. Mika on todennakéisyys sille, ettd C on
lopullinen voittaja?

—& 4 dh
kT %
6. a) Laske [k sin(kz + w) dz, kun k # 0. Miten lausekkeen arvo riippuu

-
k

vakiosta k?

b) Nelion muotoista tonttia esittavat zy-koordinaatistossa epayhtalot 0 < z < 10,
0 <y £ 10. Tontilla on nelja rakennusta, joiden pohjat ovat

1<z<4, 1Sys4; 6<z<9 1<y<4;

6<zr<9 6<y<9 ja 1<z<4, 6<y<9.

Muodosta lyhin tie tontin kulmasta (0,0) vastakkaiseen kulmaan.

KAANNA !



10.

a) Jana AB, jonka pituus on 5, liikkuu siten, etta sen paatepiste A = (0,y) on y-
akselilla ja paatepiste B = (z,0) negatiivisella z-akselilla. Aikavalilla | — 7, 5[ on y
ajan t funktio: y = y(t) = 5 sint. Milla valilla piste B liikkuu, ja mika on sen nopeus
ajan t funktiona?

b) Vektorin T = pi + pj + zk pituus on 1. MAarita p siten, ettd T yhdessa vektoreiden
2pt ja 2p) kanssa virittaa tilavuudeltaan mahdollisimman suuren tetraedrin. Mika on
taman tetraedrin tilavuus?

Lasista valmistettu maljakko on muodoltaan pyorahdyskappale, joka syntyy suorien
y = 4 jay = —4, paraabelin £ = 1+y? seka y-akselin rajoittaman alueen pyorahtaessa
z-akselin ympari. Maljakon pohjan halkaisija on 8,0 cm. Kuinka paljon maljakko
painaa, kun lasin tiheys on 3600 kg/m?3?

Osoita, etta lausekkeella

22— y?

z? + y2 ’
missa 2 + y? > 0, on vakioarvo kullakin origosta lahtevalla sateelld. Mika tama
vakioarvo on sateella, joka muodostaa kulman ¢ positiivisen z-akselin kanssa, ja minka

rajojen valissa tama vakioarvo vaihtelee? Voiko vakioarvo olla sama kahdella eri
sateella?

Pisteen (1,2) kautta kulkee kayra y = f(z), jonka mielivaltaiseen pisteeseen (z, f(z))

piirretty normaali leikkaa z-akselin pisteessa (5, 0). Maarita kayran yhtalo.



YLIOPPILASTUTKINTO  21.9.1994 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA

Tehtavissa 2,5, 8,9 ja 10 on kussakin kolme vaihtoehtoa, joista saa suorittaa vain yhden. Vaihtoehto
c) on tarkoitettu lahinnd kokeilukursseja opiskelleille, mutta sen saa valita kuka tahansa.

1. Minki positiivisen luvun nelidjuuri on luku v/5 —2 ? Anna vastaus seki tarkkana arvona etti
likiarvona kolmen merkitsevin numeron tarkkuudella.

2. a) Autoilija, jolla oli 70 % bonus (eli alennus vakuutusmaksuista), maksoi liikennevakuutus-
maksua 642,80 mk vuodessa. Kuinka paljon hin olisi joutunut maksamaan, ellei hanella olisi

ollut lainkaan bonuksia?

b) Auton ldhivalot on suunnattu siten, ettd 60 cm korkeudelta lahtevan valokiilan ylareuna
laskee 5 metrin matkalla 5 cm. Kuinka kauaksi lahivalot talloin valaisevat tieta?

c) Lausu 5-jarjestelman luku 20314  10-jarjestelmaissa.

3. Nelikulmion kirjet ovat pisteissa A = (-2,-2), B = (6, —2), C = (4,4) ja D = (—4,6).
Laske nelikulmion ala.

4. Tyomatkaan kului aamuruuhkassa 30 minuuttia. Paluumatka tehtiin 22 minuutissa nopeudella
80 km/h. Milld nopeudella tydmatka tehtiin aamulla?

5. a) Maarita ne kaksi vakion a arvoa, joilla paraabeli y = (z — a)? — 1 kulkee pisteen (2,3)
kautta, ja piirrd niama paraabelit samaan koordinaatistoon.

b) Laske vektorin 2@ — 3b pituus, kun @ = 4i + 37 ja b =1 — 2.
c) Tallettaja sijoitti 40 000 mk puoleksi vuodeksi verolliselle tilille, josta maksettiin 7,5 %
korko. Saamastaan korosta han joutui maksamaan 25 % ldhdeveron ja 20 mk muita kuluja.

Kuinka paljon tallettaja sai tuottoa rahoilleen?

6. GSM-puhelinpalveluja tarjotaan kahden vaihtoehtoisen hinnoittelun mukaisesti:

Vaihtoehto Perusmaksu Puhelumaksu
1 20 mk/kk 1,92 mk/min
2 61 mk/kk 1,74 mk/min

Kuinka monta minuuttia kuukaudessa on vahintdan kiytettivd GSM-puhelinta, jotta vaih-
toehto 2 tulisi edullisemmaksi kidyttajalle?

7. Erdan mittauksen antamat arvot jakautuvat normaalisti keskiarvon 100 ympaérille siten, ettd
valilld [97, 103] arvoista on 86 %. Kuinka suurella todennikoisyydelld mittausarvo on yli 1057

8. a) Jatkuvan funktion f arvo pisteessi x = 0 on 100, ja funktion derivaatta f'(z) on 5 vililld
10, 10[ seka 1 valilld ]10,20[. Laske f(20).

b) Kartalla, jonka yksikkona on kilometri, erdsta paatieta esittdd suora 2z —3y+4 = 0 jasiitd

erkanevaa paikallistietd suora z 4 2y — 6 = 0. Missd pisteessa tiet eroavat? Kuinka kaukana
tienhaarasta on paikassa (4, 1) oleva talo?

KAANNA !



¢) Suurimpien toimialojen mainontaan kdytettiin vuonna 1992 rahaa seuraavasti:

Ala Milj. mk Muutosprosentti vuodesta 1990
Kauppa 1409 —4.4
Moottoriajoneuvot 301 -17,5
Elintarvikkeet 300 + 3,5
Huvit 187 + 2,7
Matkailu ja liikenne 187 -6,3
Julkiset ym. palvelut 175 -29
Asunnot 133 -16,2
Ladkkeet 98 + 2,0
Pankit 92 —-13,7
Rakennustarvikkeet 87 —28,0

Laske mainittujen alojen mainontaan kidytetyt rahamairit vuonna 1990. Miten ndiden alojen
suuruusjirjestys on muuttunut?

. a) Viereisessd kuviossa oleva suora ja kayra
y = 22(2+2) rajoittavat kaksi aluetta. Las-
ke niistd suuremman ala.

b) Puolisuunnikkaan ABCD yhdensuuntai-
sista sivuista on AB = 8 ja DC = 6 sekai toi-
nen erisuuntaisista sivuista DA = 5. Kuin-
ka pitkd sivu on BC, kun puolisuunnikkaan
ala on 28?7 (Huomaa kaksi mahdollisuutta.)

c) Toipilaana oleva henkilo kdvelee ensim-
maisena paivana vain 50 metrida mutta pi-
dentad sitten kavelymatkaansa joka paiva
100 metrilld. Kuinka pitkdn matkan han ;
tulee kdvelleeksi 30 ensimmaisen paivan ai- -4 l_3 =) 3 1 0 1 2 3
kana?

. a) Piirrd samaan koordinaatistoon funktioiden y = z3 ja y = (z — 1)? kuvaajat. Lue kuviosta,
milld z:n arvolla kiyrat leikkaavat toisensa. Tarkenna laskemalla yhtélon z2 = (z —1)? juuren
likiarvoa 0,01:n tarkkuuteen.

b) Olkoon ABC kolminumeroinen luku, jonka numerot ovat A, B,C. Kun luvusta ABC
vihennetain kaksinumeroinen luku DE, saadaan yksinumeroinen luku F. Kun kirjaimet
A,B,C,D,F ja F edustavat kukin eri numeroa, on tehtavilld 12 ratkaisua. Paittele, mit-
ka namé ovat.

c¢) Vuosien 1962 ja 1981 vilisend aikana sosiaalimenojen osuus bruttokansantuotteesta (BKT)
kasvoi Ruotsissa eksponentiaalisesti siten, ettd vuotuinen kasvu oli 6 %. Mind vuonna sosiaali-
menojen osuus olisi ollut 100 % BKT:sta, kun se vuonna 1981 oli 34,2 %, ellei menojen kasvua
olisi pysaytetty?



YLIOPPILASTUTKINTO 21.9.1994 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA
Tehtavissa 4, 5, 6, 7 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

e

2

Ratkaise yhtalo (\/1 -2z + 1)2 = 16.

Tekokuut A ja B kiertavat maata ympyranmuotoisilla radoilla. A:n rata on 50 km
pitempi kuin B:n rata. Kuinka paljon korkeammalla A on?

Laske funktion sin2z tarkka arvo, kun sinz = —% ar<z< 3’2—"

a) Pyorea putki, jonka poikkileikkauksen lapimitta on 10 cm, kulkee 3,0 m korkuisen
huoneen lattian ja katon lapi muodostaen 70° kulman lattian kanssa. Mika on huo-
neessa olevan putken osan tilavuus?

b) Missa zy-tason osissa on voimassa epayhtalo zy —z—y+1<07?

a) Milla a:n arvoilla yhtalolla
(a® — 3a +2)z? — (a® — 5a + 4)z — (a® —a)=0
on enemman kuin kaksi ratkaisua?

b) Joukkue A johtaa koripallo-ottelua yhdella pisteelld peliajan paattyessa. Joukkue
B on saanut kuitenkin viela kolme vapaaheittoa, joista kustakin saa sen onnistues-
sa yhden pisteen. Kunkin vapaaheiton onnistumistodennéakdisyys on 75 %. Milla
todennakoisyydella joukkue B on voittanut ottelun vapaaheittojen jalkeen?

a) Jos kauppias alentaa tuotteen hintaa p %, tuotetta myydéaan 1,6 p % enemman. Mi-
ka p:n arvo antaa kauppiaalle suurimman myynnin arvon? Milla p:n arvolla myynnin
arvo on sama kuin alkuperaisella hinnalla?

b) Maarita sen suoran kulmakerroin, joka puolittaa z-akselin ja suoran y = —2z
valisen tylpan kulman (tarkka arvo ja kaksidesimaalinen likiarvo).

a) Aluetta rajoittavat koordinaattiakselit, suora z = 4 ja kayra y = 1 + 15(z + 1)~2.
Jaa alue kahteen pinta-alaltaan yhta suureen osaan.

b) Kaksi jarvea on yhdistettava mahdollisimman lyhyella kanavalla. Maarita kanavan
alku- ja loppupisteet koordinaatistossa, jossa jarvien valisen kannaksen kapein kohta
voidaan esittad muodossa —(z + 1) <y <z?, -2<z<1.

8. Maaritd kaikki kokonaislukuparit (m,n), jotka toteuttavat yhtalon

(m+2n+1)(m—-—n+2)=>5.

KAANNA !



0.

10.

a) Suppenevan geometrisen sarjan summa on % Sarjan termien neliciden muodosta-

man sarjan summa on 2. M4&arita sarjan termien kuutioiden muodostaman sarjan

6
sumina.

b) Saatio, jonka padoma vuoden 1993 alussa oli 10 miljoonaa markkaa, jakaa joka
vuoden lopussa apurahoina puolet paAdoman tuotosta, joka on 10 % vuodessa. Loput
tuotosta lisataan paaomaan. Minka vuoden lopussa paaoma on kaksinkertaistunut, ja
kuinka paljon apurahoja on sithen mennessa jaettu?

Olkoon P polynomi, jonka asteluku on > 2. Osoita: Reaaliluku a on yhtéldlle P(z)
0 vahintadn kaksinkertainen juuri, jos ja vain jos a on yhtéldéiden P(z) = 0 ja P'(z) =
yhteinen juuri.

0



YLIOPPILASTUTKINTO 24.3.1995 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA

Tehtavissa 1, 2, 3, 5 ja 7 on kussakin kolme vaihtoehtoa, joista saa suorittaa vain yhden. Vaihtoehto
c) on tarkoitettu ladhinnd kokeilukursseja opiskelleille, mutta sen saa valita kuka tahansa.

1 1
T - =)

. w1 2 i
1. a) Ratkaise epayhtalo g(z + Z) < 5( 1

b) Milld z:n arvoilla tulo 3z2(z + 4) saa negatiivisia arvoja?

c) Erdalla laivalinjalla matkustajamaara vaheni 23 % edellisvuodesta. Kuinka monta prosenttia
matkustajamaaran pitdisi kasvaa, jotta padstdisiin entiseen maarain?

2. a) Milld vakion p arvolla yhtélon z(z + p) = 3z yhtend juurena on luku -3, ja mitkd ovat
talloin yhtalon juuret?

2
b) Laske [ (7z° — 3z?)dz.
=2

c) Henkil6 osti viikon alussa 4,20 mk:lla litran maitotdlkin, josta han ehti kdyttdd 8 dl ennen
maidon happanemista. Seuraavalla viikolla hdn osti kaksi puolen litran maitotdlkkia 2,50 mk:lla
kappale kdyttden kaiken maidon. Kummalla viikolla kdytetty maito tuli hanelle edullisemmaksi
ja kuinka monta prosenttia?

3. a) Laske sen kolmion ala, jota rajoittavat y-akseli ja suorat y = —z +4 jay = %z - 2.

b) Kuutio jaetaan kuuteenkymmeneenneljddn keskenddn samansuuruiseen kuutioon. Miki on
ndin muodostuneiden pikkukuutioiden sirmaén pituus (cm), kun alkuperaisen kuution tilavuus
oli 1,00 litraa?

c) Planeetta kiertia auringon ajassa, joka on verrannollinen lukuun R3/2, missi R on pla-
neetan keskietdisyys auringosta. Maapallon vuosi, ts. kiertoaika auringon ympari, on 365
vuorokautta ja maan etdisyys auringosta on keskimdarin 150 miljoonaa kilometrid. Kuinka
pitkd on pikkuplaneetta Nevanlinnan vuosi, kun sen etdisyys auringosta on keskimadrin 468
miljoonaa kilometria?

4. Maérita suoran y = 3z — 2 ja paraabelin y = 22 — 2 rajoittaman alueen ala.

5. a) Maaritd ne kiyrdan y = =2 — 222 4 z — 1 pisteet, joihin piirretyt kdyrdn tangentit leikkaavat
z-akselin 45° kulmassa.

b) Rantakaavassa madratddn, ettd 100 m lahemmaksi rantaa ei saa rakentaa. Kaava-alueella
on tasasivuisen kolmion muotoinen saari, jonka pinta-ala on 5,00 ha. Saako sille rakentaa?

c) Erddseen oppilaitokseen valittiin oppilaita seuraavasti. Osastolle A valittiin tyttdja 300
hakijasta 48 ja poikia 20 hakijasta 3 ja osastolle B tyttoja 20 hakijasta 4 ja poikia 600 hakijasta
114. Osoita, ettd kummallakin osastolla tyttdjen hyvaksymisprosentti oli 1 prosenttiyksikon
verran suurempi mutta ettd siitd huolimatta koko oppilaitoksessa poikien hyvaksymisprosentti
oli suurempi kuin tyttdjen.

KAANNA!



6.

8.

10.

Puoliympyran muotoinen paperiarkki kierretaan kartion vaipaksisiten, ettd 1/4 paperista kier-
tyy edellisen kierroksen paille. Maaritd kulma «, jonka kartion akseli muodostaa sivuviivan
kanssa, ja huippukulma 2a, molemmat 0,01° tarkkuudella.

a) Mika oli korkokanta, kun 50000 mk:n talletuksesta, jolle maksettiin vuosittain korkoa ko-
rolle, sai neljin vuoden kuluttua nostettaessa 64 082 mk ?

b) Vektorit w = 12¢ + 55 ja ¥ = 57 + 125 ovat suunnikkaan sivuina. Maarita livistajavektorit
u— 7 jau+ 0 jalaske niiden vélinen kulma ja niiden pituuksien suhde.

c) Pythagoralainen veljeskunta yritti osoittaa kaiken koostuvan kokonaisluvuista. Osoita, ettd
ei ole olemassa sellaista kokonaislukua, joka itsellddn kerrottuna antaa tuloksen
12 345 673 076 882.
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Y114 olevassa kuvassa on erdan kolmannen asteen polynomifunktion kuvaaja. Mdarita funktion
lauseke ja laske dariarvopisteiden koordinaatit.

Suomalaisista koululaisista on erdan tilaston mukaan 5 % vasenkatisia. Laske sen tapahtuman
todennidkoisyys, ettd 32 oppilaan luokassa on 4 vasenkitistd. Opastus: Kdytd joko binomi-
jakaumaa (p = 0,05, n = 32) tai normaalijakaumaa, missi x = np ja 0> = np(l — p) ja
tapahtumana 3,5 < z < 4,5.

Erdastd talosta voidaan mennd uimarantaan joko kulkemalla ensin suoraa maantietd pitkin
2400 m, kdantymalld sitten 105° vasempaan ja kulkemalla suoraa pikkutietd vield 1300 m
tai sitten kulkemalla koko matka suoraan metsan lapi. Milld nopeudella pitdisi metsan lapi
kulkea, jotta siihen menisi yhta paljon aikaa kuin teitd pitkin kaveltdessd, kun nopeus tietd
pitkin on 6,0 km/h?



YLIOPPILASTUTKINTO 24.3.1995 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA
Tehtavissa 3. 5, 7 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1o

Ratkaise epayhtalo 2|2 — z| < /z — 2.

Laivat A ja B ajavat saman edestakaisen matkan niin, etta A ajaa seka meno- etta
tulomatkan 18 solmun nopeudella ja B ajaa menomatkan 20 solmun ja tulomatkan 16
solmun nopeudella. Kumpi laivoista kulkee edestakaisen matkan nopeammin? Kuinka
monta prosenttia enemman aikaa kayttaa hitaampi laiva? Yksi solmu on 1,85 km /h.

a) Nayta, etta jokaisella k = 1, 2, 3, ... luku k3 + k on parillinen.

b) Kuutio jaetaan kuuteenkymmeneenneljaan keskendan samansuuruiseen kuutioon.
Mika on nain muodostuneiden pikkukuutioiden sarman pituus (cm), kun alkuperaisen
kuution tilavuus on 1,00 litraa?

Maarita suoran y = 3z — 2 ja paraabelin y = z? — 2 rajoittaman alueen ala.

a) Maarita ne kayran y = r® —~ 222 + r — 1 pisteet, joihin piirretyt kayran tangentit
leikkaavat z-akselin 45° kulmassa.

b) Rantakaavassa maarataan, etta 100 m lahemmaksi rantaa el saa rakentaa. Kaava-
alueella on tasasivuisen kolmion muotoinen saari, jonka pinta-ala on 5.00 ha. Saako
sille rakentaa?

Kolmion karjet ovat pisteissa (0.0.0), (%,1,0) ja (0,1,1). Piirra kuva kolmiosta zyz-

koordinaatistoon. Kuinka suuri on kolmion pinta-ala?

a) Sijoittaja voi tallettaa padoman 4.60 % korolla koko vuodeksi tai 4.40 % korolla
puoleksi vuodeksi ja sitten kertvneen rahasumman p % korolla lopuksi vuotta. Jos
kaikki prosentit p valilld [4.00 . 4.90] ovat yhta todenndkoisia. niin mika on todennéa-
koisyys sille. etta jalkimmainen tapa on edullisempi?

b) Funktioilla f ja g on jatkuvat derivaatat valilla [a,b]. Johda funktioille osittaisin-

tegrointikaava
b

b
/ f'gdz = F(Bg(b) — f(a)g(a) - / ' fi.

a

KAANNA!



10.

Saari on ympyranmuotoinen ja sen halkaisija vuonna 1995 on 110 m. Pohja saaren
vmparilla viettda tasaisesti 72 cm vaakasuorasti mitatulla kymmenelld metrilld. Maa
kohoaa 38 cm sadassa vuodessa. Johda lauseke A(t) saaren pinta-alalle (pinta-ala
neliometreina ja aika t vuosina). Kuinka monta prosenttia saaren pinta-ala on vuonna
2000 suurempi kuin vuonna 1995? Mina vuonna, vuosien 1995 ja 2300 valisena aikana,
saaren pinta-ala kasvaa eniten?

a) Ajanhetkella t > 0 ovat pisteet z; = z;(¢) ja z2 = z2(t) kompleksitasolla paikoissa
zi(t) =t+ie™t, z(t) =3+t +2ie”".

Maarita pisteiden valinen etdisyys |z; — z2| hetkelld ¢. Milloin etdisyys on suurin?
Maarita tlim |z1(t) — z2(t)|.
— 00

b) Kun a € [0, 2], niin merkitaan f(a):lla funktion g(z) = z? — 2az pieninta arvoa
valilla [1, 4]. Maarita funktio f ja piirra sen kuvaaja. Maarita derivaatta f’(%) Onko
f:1la derivaatta vélin ]0, 2[ jokaisessa pisteessa?

Konstruoi esimerkki funktiosta f : R — R, jolla on tasmalleen yksi epajatkuvuuspiste
ja jolla ei ole derivaattaa kahdessa pisteessda. Anna f(z):n lauseke ja piirra f:n kuvaaja.



YLIOPPILASTUTKINTO  22.9.1995 MATEMATIIKKA, YLEINEN OPPIMAARA

Tehtavissa 2,3,5,7 ja 10 on kussakin kolme vaihtoehtoa, joista saa suorittaa vain yhden. Vaihtoehto
c) on tarkoitettu ldhinna kokeilukursseja opiskelleille, mutta sen saa valita kuka tahansa.

1.

Kirjan myyntihinta saadaan lisaamalla kirjan perushintaan 12 % arvonlisavero. Kirjan, jonka
myyntihinta oli ollut 134 mk, perushintaa alennettiin 25 mk. Mika oli kirjan uusi myyntihinta?

a) Osoita, ettd luku (n + 4)?2 —n? on jaollinen kahdeksalla, kun n on kokonaisluku. Milla
arvoilla n luku on jaollinen 16:1la?

1 1
b) Méarita - + " kun z +y =52 ja zy = 13.

c) Autoilija ajoi ajassa 2 h 40 min matkamittarinsa mukaan 205 km. Matkamittari naytti
5 % todellista matkaa suurempaa lukemaa. Mika oli autoilijan keskinopeus?

a) Tuhansia vuosia sitten kdytetyn kaavan mukaan ympyran ala on likimain (% - halkaisija)?.
Mika luvun 7 likiarvo sijoitettuna kaavaan A = nr? antaa saman tuloksen? Vastaus kolmen
desimaalin tarkkuudella.

b) Nelién muotoiselle tontille rakennetaan suorakaiteen muotoinen talo, jonka pitempi sivu on
puolet tontin sivusta ja lyhyempi kolmasosa tontin sivusta. Piha-aluetta jaa talldin 400 m?2.
Laske tontin ala.

c) Suosituksen mukaan jokaisessa tyoryhméssa on oltava vahintadn 40 % naisia ja vahintdan
40 % miehia. Kuinka monta miesta ja naista voi olla suosituksen mukaisessa tyoryhmassa,
jossa on n jasentd, kun 2 < n < 67

Rakentaja valaa 5,0 m pitkdn ja 5,0 m levedn betonilaatan, jonka paksuus on 10 cm. Hén
sekoittaa betonin itse kdyttden ohjetta: sementtia 1, hiekkaa 5 ja vettd 3 tilavuusosaa. Montako
40 kg:n sdkkid sementtid hédn tarvitsee? Sementin ominaispaino on tassa 1,34 kg/dm3.

a) Pisteestd A = (—%, —2) léhtevit vektorit @ = i + 4j ja b = —2i + 5j ovat suunnikkaan
sivuina. Suunnikkaan lavistdjien leikkauspiste olkoon B. Maaraé pisteen B koordinaatit ja
vektori AB.

b) Harjoittelija Alku postittaa kirje-erdn 30 minuutissa. Kun hin tekee saman tyon yhdessa
ammattitaitoisen Kelpon kanssa, aikaa kuluu tasan 5 minuuttia. Missa ajassa Kelpo tekisi
saman tyon yksin?

¢) 10-jarjestelméan luku 234;, tarkoittaa summaa 2-10? + 3 - 10 + 4. Eradssa toisessa lukujar-
jestelmassa on

234k + 56k = 312
Miké on tdman lukujirjestelméan kantaluku k?
Tieosuudella, jossa oli nopeusrajoitus 80 km/h, oli mittausten mukaan ajoneuvojen keskinope-
us 76,0 km/h ja keskihajonta 6,0 km/h. Kuinka monta prosenttia autoilijoista voisi saada

rikesakon, ts. ajoi nopeutta, joka oli yli 80 km /h, mutta alle 95 ki /h, kun nopeuksien jakauma
oli normaali?

KAANNA!



7. a) Paperirullan ulkohalkaisija on 12,0 cm ja sisdhalkaisija 4,5 cm. Paperin paksuus on 0,1 mm.

10.

Kuinka monta metria rullassa on paperia?
b) Maarad funktion f(z) = |22 — 5z — 1| suurin ja pienin arvo vililla [0, 3].

c¢) Kansainvilisen ilmakuljetusjarjeston IATA:n vaatimusten mukaan matkustamoon otettavan
laukun pituuden, leveyden ja korkeuden summa ei saa ylittda 115 cm. Mika on sellaisen IATA:n
hyviksymaéan laukun suurin tilavuus, jonka korkeus on 20 cm?

Laiva kulkee vakionopeudella 18 solmua ja sen suunta pysyy koko ajan samana. Pisteestd
A mitattuna suunta majakkaan on 15° kulkusuuntaan ndhden, ja 34 minuuttia myOhemmin
pisteestd B suunta samaan majakkaan on 30°. Kuinka kaukana majakka on pisteestd A? Yksi
solmu on 1,85 km/h.

Muuttujan z saamat arvot ovat {1,3,3,3,4,4,4,6} ja muuttujan y saamat arvot vastaavasti
{2,2,2,3,4,5,5,5}. Laske kummassakin tapauksessa muuttujan saamien arvojen keskiarvo T,
hajonta s = s,_1, varianssi s* (edellisen neliéni) ja vaihteluvili . Kuvaa histogrammeilla tai
pylvdsdiagrammeilla arvojen hajontaa. Kuvaako luku s/r muuttujan arvojen leviamista muita
hajontalukuja paremmin?

a) Funktiota f : [—a,a] = R, jolle f(z) = f(—z) kaikilla £ € [—a, a], sanotaan parilliseksi.
Osoita, ettd parillinen funktio ei voi olla aidosti kasvava.

b) Maaraa kdyrien y = 4z — 2 ja y = —v/4z — z2 rajoittaman alueen pinta-ala.

c¢) Osoita, ettd log, 3 ei ole rationaaliluku.



YLIOPPILASTUTKINTO 22.9.1995 MATEMATIIKKA, LAAJA OPPIMAARA
Tehtavissa 3, 5, 7 ja 8 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1. Autoilija ajoi ajassa 2 h 40 min matkamittarinsa mukaan 205 km. Matkamittari naytti
5 % todellista matkaa suurempaa lukemaa. Mika oli autoilijan keskinopeus?

2. Ratkaise epdyhtdlo |3z — 2| > | — z + 1].

3. a) Osoita, etti jokaisella luvulla m = 2, 3, 4, ... vektorin 2¢ + mj pituus on pienempi
kuin m + 1.

b) Nelion muotoiselle tontille rakennetaan suorakaiteen muotoinen talo, jonka pitempi

sivu on puolet tontin sivusta ja lyhyempi kolmasosa tontin sivusta. Piha-aluetta jaa

talldin 400 m?. Laske tontin ala.

4. Paraabelit y,(x) = z? —ax+2a, a € R, kulkevat kaikki saman pisteen kautta. Maarita
tama piste. Maaritd paraabelin y = y,(z) tangentin kulmakerroin a:n funktiona téssa
pisteessa.

3650401

——_ on likiarvo luvulle v/3. Tutki, onko se yla- vai alalikiarvo.
2107560

5. a) Rationaaliluku

b) Suora ja ympyra leikkaavat siten, ettd ympyrankaari jakautuu kahteen osaan suh-
teessa 1:2. Maarita suoran erottamien ympyran osien alojen suhde.

6. Suoran ympyralierion muotoisen tynnyrin vetoisuus on 200 | ja sen sivun pituus on
1,12 m. Kyljelldan makaavassa tynnyrissd on polttoainetta 32 cm. Ostaja maksoi tyn-
nyristd polttoaineineen 600 mk. Tekiko ostaja hyvan kaupan, kun polttoaine maksaa
4,67 mk/1 ja tynnyri on arvoltaan 100 mk?

7. a) Valmistaja saa myydyksi tuotettaan maaran

400
V50 +p’

kun yhden yksikon hinta on p mk. Tuotemaaran kaikki kustannukset ovat 800 + 2m
(mk). Milld p:n arvoilla valmistaja saa voittoa?

" —

b) Budjettia pitad leikata 25 % kuuden vuoden aikana. Kuinka paljon sitd pitda
leikata vuosittain kuutena vuotena, kun prosentuaalinen leikkaus halutaan tehda sa-
mansuuruisena joka vuosi?

KAANNA!



8.

10.

a) Suoran pyramidin pohja on nelio ja sivutahkot muodostavat pohjan kanssa 40°
kulman. Kuinka suuri on sivutahkojen vilinen kulma (asteissa)?

b) Ratkaise yhtalopari
Ty + y2 =4y
x? + Ty = 4.

. Valonsidde lahtee origosta mielivaltaiseen suuntaan ry-tasossa. Pisteiden (0,1) ja (2,1)

valissd on zy-tasoa vastaan kohtisuorassa oleva peili. Milla todennakoisyydelld sade
kohtaa suorany = —z — 17

Olkoon
_2z+1 L 2t+1

3:1:—1-—t—1>nolo3t—1'

f(z)

2
Maérité derivaatta f'(z), kun z > . Laske [ f(z)dz.
1



YLIOPPILASTUTKINTO 29.3.1996 LYHYT MATEMATIIKKA

Tehtavissa 3, 4, 6, 7, 8 ja 9 on vaihtoehtoja, joista saa kasitelld vain yhta.

1

1 1 . :
Reaaliluvut a,b ja f toteuttavat yhtalon — + = Mika on b:n arvo, kun a =5 ja
a

=117

~ |

Tuula ajoi polkupyorilla pitkin tietd, jonka varrella oli puhelinpylvaita 50 metrin
valein. Tuula huomasi ajavansa 14 sekunnissa puhelinpylvédalta toiselle. Milld nopeu-
della (km/h) Tuula ajoi?

a) Niyta, ettd kolmio, jonka kirjet ovat pisteissa (0, 0), (1,v/3) ja (2, 0), on tasasivui-
nen. Piirra kuvio.

b) Reaaliluku x toteuttaa epayhtélon |x—1| > 3. Toteuttaako se aina my0s epayhtalon
T — 3 < 227

a) Suomen EU-aénestyksessé annettiin KYLLA-44nid 57 % ja EI-d4nia 43 % &énes-
tysprosentin ollessa 71. Kuinka monta prosenttia KYLLA-d4nien m&éra oli d4nioi-
keutettujen maarasta?

b) Ympyranmuotoisen lammikon keskelld on pystysuora tanko. jonka ylapaa ulottuu
183 cm vedenpinnan yldpuolelle. Kun tanko taittuu pohjasta, se ylettyy lammikon
reunalle siten, etta ylapadsta on 76 cm ilmassa. Tangon alapaa jaa entiselle paikalleen.
Kuinka syva lammikko on, kun sen piiri on 17,40 m?

c) Linja-autoasemalta lahtevdt bussilinjat A, B ja C 12, 24 ja 30 minuutin vilein.
Kello kahdeksalta bussit lahtevat samaan aikaan. Milloin seuraavan kerran ldhtee
1° kaksi bussia, 2° koline bussia samaan aikaan?

Koneen, joka maksaa 29000 mk, laskettu kayttoika on 19000 tuntia, minka jalkeen
silld on 6 000 mk romuarvo. Viitend ensimmaisena vuotena konetta kidytettiin 1860,
2200, 2510, 2400 ja 2170 tuntia. Laske kayttotuntien keskiarvo. Esitd graafisesti
koneen arvo viitend ensimmaisena vuotena. Mika on koneen arvo viiden vuoden ku-
luttua?

a) Puolisuunnikkaan yhdensuuntaisten sivujen pituudet ovat a ja b. korkeus on h
ja vastakkaiset erisuuntaiset sivut ovat yhta pitkia. Johda puolisuunnikkaan pinta-
alan lauseke kdyttden hyvéksi suorakulmion ja suorakulmaisen kolmion pinta-alojen
lausekkeita.

b) Oletetaan ihmisten lukuméaran kasvavan eksponentiaalisesti. Vuonna 1960 ihmisia
oli 3,02 miljardia ja vuonna 1990 5.29 miljardia. Mina vuonna ihmisten lukuméira
ylittdd 10 miljardin rajan?

KAANNA!



7.

10.

a) Neliolld ja ympyralla on yhtad suuret pinta-alat. Kuinka monta prosenttia pidempi
on nelion piiri kuin ympyran keha? Kuutiolla ja pallolla on yhta suuret tilavuudet.
Kuinka monta prosenttia suurempi on kuution pinta-ala kuin pallon pinta-ala?

b) Nelioon, jonka sivu on a, piirretdan lavistajan suuntainen leikkaaja, jonka paa-
tepisteet yhdistetaan lavistajan keskipisteeseen. Maarita sen leikkaajan pituus, joka
yhdessa yhdistysjanojen kanssa muodostaa pinta-alaltaan suurimman kolmion.

c) Suorakulmaiselle tontille, jonka pituus on 38 m itd-ldnsisuunnassa ja 34 m pohjois-
eteldsuunnassa, rakennetaan koilliskulmaan nelion muotoinen talo. Talo sijaitsee 6 m
padssi tontin rajoista. ja sen pinta-ala on 120 m?. Valitse sopiva mittakaava pohja-
kaaviolle tontista taloineen, kun pohjakaavion pitaisi mahtua 10 cm x 10 cm tilaan
paperille ja tontin lyhyemman sivun on kaaviossa oltava vahintdan 4 cm. Piirra luon-
nos pohjakaaviosta valitsemassasi mittakaavassa. Mikd on tontin neliometrihinta, kun
tontti maksoi 86 000 mk?

a) Polkupyoramatkan pituus on 60 km. Alkumatka, 45 km, ajetaan nopeudella
14 km/h ja loppumatka nopeudella 18 km/h. Maéaritd funktion ¢t = ¢(s) lauseke,
jossa t on aika (tunteina), joka on kaytetty, kun on poljettu matka s, 0 < s < 60.
Piirra funktion ¢(s) kuvaaja. Maaritd derivaatta t'(15).

b) Anna esimerkki kaikilla reaaliarvoilla méaaritellysta derivoituvasta funktiosta f,
jolla on vain yksi nollakohta mutta jonka derivaatalla f’ on kaksi nollakohtaa. Piirra
funktion f kuvaaja.

a) Puu, joka on muodoltaan likimaérin kérjellddn seisova suora ympyrakartio (korkeus
19 m ja pohjan sdde 3,2 m), kaatuu mielivaltaiseen suuntaan. Mik& on todennékoisyys,
ettd se osuu puun tyvestd 15 m piissd seisovaan henkiloon? Henkilon mittoja ei
tarvitse ottaa huomioon.

b) Satunnaismuuttuja p on normaalisti jakautunut keskiarvona 0 ja hajontana 1. Mika
on todennakoisyys. etta
p

(r+p)dr <17

Osakeyhtion nettotuotto vuonna 1994 oli 7,1 % osakepddomasta. Seuraavana vuonna
sekéd tulot ettd menot kasvoivat 9.3 %. Kuinka monta prosenttia oli nettotuotto nyt
osakepaaomasta? Jos tulot olisivat kasvaneet 7.4 % ja menot 11.6 %. niin voitaisiinko
ndiden tietojen perusteella paatella nettotuottoprosentti? Perustelu!



YLIOPPILASTUTKINTO 29.3.1996 PITKA MATEMATIIKKA
Tehtavissa 2, 4, 5, 7 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

. Ratkaise yht#lo (z + 107°)* = (2z — 107%).

. a) Onko funktio f(z) =z + sinzcosz funktion g(z) = 2cos? z integraalifunktio?

b) Yhtildssi 2 — 2ax + 2a — 1 = 0 korvataan luku a luvulla a + 1. Miten muuttuvat
yhtalon juuret?

. Palkansaajien reaaliansioita aiotaan nostaa joko 2 % palkankorotuksella tai alentamal-
la tuloveroa yhdella prosenttiyksikolla. Edellisessa tapauksessa hinnat nousevat 1 %.
Kumpi tapa on edullisempi palkansaajalle, jonka kuukausitulo on 10 000 markkaa,
kun tulovero tdstd maarastd on 30 % ja sen ylittdvasta tulosta 40 %?

. a) Ratkaise epayhtilo e® < €2® — 2 ja piirra tilannetta valaiseva kuvio.

b) Ohessa on funktion f : | — 1,9 — R kuvaaja. Muodosta derivaatan f’ lauseke ja
piirra sen kuvaaja maérittelyjoukossaan.

1
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. a) Milla arvoilla @ € R hyperbelilli 22 — 4y? = 16 ja suoralla y = ar on yhteisii
pisteita, ja mitka ndma pisteet ovat?

b) Olkoon a = 4i — 27, E_: —3i+jjac=di+ (d+1)j. Onko sellaisia reaalilukuja
d, joilla vektorit @ + ¢ ja b 4+ € ovat samansuuntaiset?

KAANNA!



10.

Yritys haluaa ostaa kadun varrella olevan suorakaiteen muotoisen tontin rakennuttaak-
seen sille suorakaiteen muotoisen toimitalon, jonka pohja on 490 m?. Rakennuksen on
oltava kadun puolella vahintaan 9 metria ja muilla puolilla vahintadn 5 metria tontin
rajasta, ja seinien on oltava tontin rajojen suuntaisia. Mikd on pienin tontti. joka
sopii tarkoitukseen?

a) Kiyrin y? = z(x + 1)(z — 1)(2 — =) pyorihtiessi z-akselin ympéri syntyy kaksi
aarellista kappaletta. Kumpi niistd on suurempi?

b) Miirii lausekkeen |z —1]? 4|z —i|? suurin ja pienin arvo, kun 2 on kompleksitason
kayralld zz =

Funktio f : R — R toteuttaa epdyhtalon (1) f(x) — f(y) > = — y kaikilla arvopareilla
(z,y), joissa x > y. Osoita, ettd f on kasvava. Osoita edelleen: Jos f on derivoituva,
f'(z) > 1 kaikilla x € R. Muodosta esimerkki funktiosta, joka tdyttda ehdon (1) ja
on epajatkuva R:ssa.

Kultaseppa aikoo ostaa 12 000 markalla joko yhden suuren jalokiven tai kaksi 6 000 mk
arvoista pienempéa ja hiottaa ostoksensa sitten uudestaan. Uudelleenhionta maksaa
tuloksesta riippumatta suuren kiven osalta 1 000 mk ja pienemmén 800 mk sekd nos-
taa hionnan kestdvén kiven arvoa 30 %. Todennékdisyys. ettd hiottava kivi tuhoutuu
sisdisen vian vuoksi, on suurta kivea kéasitellessd 0.1 ja pienempéd kasitellessa 0,08.
Kannattaako kultasepan ostaa yksi suuri jalokivi vai kaksi pienempéda? Tésséd kannat-
tavuuden mittana pidetdin hionnan jilkeisen varallisuuden odotusarvoa.

a) Metaanimolekyyli C'H,4 voidaan ajatella sdannolliseksi tedraedriksi, jossa vetyato-
mit H ovat kérjissd ja hiiliatomi C keskipisteessd, yhta kaukana kérjistd. Madritd me-
taanimolekyylin sidoskulma, ts. hiiliatomista kahteen vetyatomiin vedettyjen janojen
véalinen kulma.

b) Graniittilohkareesta on hakattava tilavuudeltaan mahdollisimman suuri suorakul-
mainen sarmio. M&aarad sarmion tilavuus ja sivujen pituudet koordinaatistossa. jossa
lohkare on G = {(z,y.2) | 0 < z < 4 — 322 — 2y2}.



YLIOPPILASTUTKINTO- MATEMATIIKAN KOE,
LAUTAKUNTA LYHYT OPPIMAARA
27.9.1996

Tehtavissa 2, 3, 4, 6, 7 ja 10 on vaihtoehtoja, joista saa suorittaa vain yhden.

1. Sievenni funktion f(z)= (z?-3z+2)(z—4)~ (z2—-5z+4)(z —2) lauseke ja laske funktion
arvo pisteissa 0, 2 ja 4.

2. a) Tasoaluetta rajoittavat suorat ¢ = 2,y =z ja y + 3 = 0. Piirra alue ja kirjoita epayhtalot,
jotka madraavat kyseisen alueen (ilman reunoja).

b) Televisiokuvan korkeuden suhde leveyteen on nykyisin 3 : 4. Uudessa suunnitellussa tera-
vapiirtotelevisiossa (HDTV) se olisi 9 : 16. Ajatellaan, ettd nykysysteemilld kuvattu ohjelma
naytettaisiin uudella kuvaruudulla. Kuinka suuri osa kuvaruudusta on jatettava reunoilta
mustaksi, jotta pystysuunta tulisi kokonaan nakyviin? Kuinka suuri osa kuva-alasta joutuisi
puolestaan kuvaruudun ulkopuolelle, jos kuva levitettaisiin koko ruudun levyiseksi?

3. a) Missi pisteessd ja kuinka suuressa kulmassa kiyrd y = 3 — 622 — = + 2 leikkaa y-akselin?

b) Katuvalaisimen kannatinvaijeri on kiinnitetty 34,50 m levedn kadun vastakkaisilla puolilla
olevien talojen seiniin 6,50 m korkeudelle maasta. Lamppu riippuu vaijerista sen keskikohdalta,
joka on 1,10 m vaijerin paitd alempana, ja vetdd vaijerin puolikkaat likimain janoiksi. Kuinka
pitka vaijeri on, ja kuinka suuren kulman vaijerin puoliskot muodostavat keskendan?

c) Kaksi samankokoista neliotd (sivu = s) on siten osittain paillekkdin, ettd toisen nelion
yksi kirki on toisen nelion keskipisteessa ja yksi tdméan sivuista muodostaa toisen nelion sivun
kanssa terdvan kulman. Laske nelididen yhteisen osan pinta-ala.

: : a
4. a) Sovitaan, ettd merkintd a|b|c tarkoittaa samaa kuin lauseke
Ratkaise yhtalo 6|z|4 = 2.

= Mika on talloin 2|3|4 7

b) Kiikarin nakokenttd on 7,0°. Kuinka kaukana on 140 m pitkd ohi kulkeva laiva, joka tas-
malleen tayttaa kiikarin nakokentan?

5. Etsi viisi sellaista perakkaista kokonaislukua, etta kolmen ensimmaisen luvun neliéiden summa
on sama kuin kahden viimeisen luvun nelididen summa. Kuinka monta tallaista lukuviisikkoa
on olemassa?

6. a) Paperista on leikattu suorakulmio, jonka sivut ovat a = 8 cm ja b = 16 cm. Paperi taitetaan
toista suorakulmion lavistajaa pitkin littedksi. Laske sen osan pinta-ala, joka talloin tulee
kaksinkertaiseksi.

b) Perustele, miksi kolmion kulmien summa on 180°.

7. a) llmanpaine laskee noustaessa korkeammalle. Jos ilmanpaine merenpinnan tasolla on py,

on korkeudella h vallitseva paine millibareina p = pq 10—0,05435 A/km Kuinka monta
prosenttia paine laskee, kun noustaan 800 m lahtokohtaa korkeammalle, ja kuinka suuri se on
11 km korkeudessa silloin, kun se on merenpinnan tasolla 980 mbar?

KAANNA!
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b) Suoraa ympyralieriota varten tehdadn metrin pituisesta rautalangasta kehikko, joka muo-
dostuu kahdesta samankokoisesta vaakaympyrasta ja niitd yhdistavastd pystysauvasta. Missa
rajoissa ympyroiden side voi vaihdella, jotta syntyisi haluttu kehikko, ja milla sidteen arvolla
lierion tilavuus tulisi mahdollisimman suureksi?

c) Sienikurssilla opetettiin tunnistamaan 78 erilaista sienta, joista kurssilainen oppi kuitenkin
vain 49. Kuinka suurella todennakoéisyydellda hdan tunnisti oikein hanelle satunnaisesti esitetyt
kuusi erilaista kurssilla opetettua sienta?

Oletetaan, ettd paperin pinta-alamassa (g/m?) on normaalijakautunut. Asiakas tilaa paperia,
jonka pinta-alamassa on keskimairin 80 g/m?. Kuinka suuri hajonta saa pintapainossa enin-
tain olla, jotta todennikoisyys saada alle 75 g/m? painavaa paperia olisi pienempi kuin 5 %?

Autojono ajaa tasaisella 100 km/h nopeudella, kun ensimmainen autoilija havaitsee tiella es-
teen. Oletetaan, ettd kukin autoilija alkaa jarruttaa 1,0 s sen jalkeen kun edelld ajava on
ruvennut jarruttamaan. Autojen jarrutusmatkat vaihtelevat tdman ”kauhusekunnin” jilkeen
renkaiden kunnon ym. syiden mukaan 150 m ja 200 m valilla. Kuinka pitkid autojen valimat-
kojen tulisi olla ajettaessa, jotta jonon pysahdyttya autot olisivat viela vahintddn 10 m paassa
toisistaan?

a) Funktion g kuvaaja on oheisessa kuviossa. Funktiosta f tiedetédén, ettd f(z) = g’(z), kun
—4 < T < 4. Maarita [ f(z)dz.
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b) Osoita, ettd suoran y = k(z —2) + 1 ja ympyran z2 + y? = 5 toinen leikkauspiste on kaikilla
kulmakertoimen k arvoilla (2, 1) ja ettd jos k on rationaaliluku, my0s toisen leikkauspisteen
molemmat koordinaatit ovat rationaalilukuja. Mika tdma leikkauspiste on, jos k = 27

c) Henkilo otti kahden vuoden tasaerd- eli annuiteettilainan 12 % vuotuisella korolla. Han
maksoi lainan suorittamalla kerran kuussa aina saman summan a = 2354 mk, yhteensa 24
kertaa. Kuinka suuresta lainasta oli kysymys?



YLIOPPILASTUTKINTO- MATEMATIIKAN KOE,
LAUTAKUNTA PITKA OPPIMAARA
27.9.1996

Tehtévissa 2, 5, 7, 8 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

1 T .2
1. Ratkaise yht&ld ok ik
2 + 7?2
In 2
2. a) Laske [ (€3 + 2e™7)dz.
0

b) Tavaran hintaa alennettiin ensin p % ja ndin saatua hintaa viela ¢ %. Kuinka
monta prosenttia oli kokonaisalennus? Mita vaikuttaa kokonaisalennukseen, jos p ja
q vaihdetaan?

3. Saannollisen n-kulmion, jonka sivut = 2, kéarjet keskipisteend piirretddn ympyrét,
joiden sidde = 1. Madarita sen alueen ala, jonka pisteet kuuluvat n-kulmioon mutta
eivat kuulu mihinkdan ympyroista.

4. Lentokone, jonka nopeus tyynessa safssi on v km/h, lentdd matkan A:sta B:hen ja ta-
kaisin. Matkan aikana puhaltaa tuuli, jonka suunta on A:sta B:hen ja nopeus ¢ km/h.
T4alloin matkaan kuluu 20 % enemmaén aikaa kuin tyynessa sadssd. Laske suhde ¢/v.

5. a) Olkoon OP; =i +2j+3k, OP, =3i+3j+2k jaOP3; = 2i+3j+k. Laske kolmion
P1P2P3 ala.

b) Vuoden 1994 verotuksessa opintorahaa pidettiin ansiotulona, mutta opiskelijalla oli
oikeus tehda kunnallisverotuksessa ansiotuloistaan opintorahavdhennys. Vahennyk-
sen enimmaisméaara oli 13000 mk, kuitenkin enintddn saadun opintorahan suuruus.
Vahennys pieneni 50 %:lla siitd méaérasta, jolla ansiotulot ylittivat 13000 mk. Va-
hennystd ei myonnetty, jos ansiotulot ylittivdt 39 000 mk. Esitd vadhennyksen méaara
y ansiotulojen z funktiona ja piirrd funktion kuvaaja, kun opiskelijan opintoraha oli
11 000 mk. Mika oli vihennyksen suuruus, kun ansiotulot olivat 22 500 mk?

6. Maarita funktion f : f(x) = 2sinz + cos 2z suurin ja pienin arvo.

7. a) Kayrilla y = 3(22 — 1)~! on kolme suoraviivaista asymptoottia. Méiriti ne ja
piirra kayra asymptootteineen.

b) Olkoon K ympyrén keskipiste, A ja B ympyréan halkaisijan paétepisteet ja C mie-

livaltainen kehdn piste, joka ei ole A eikd B. Todista, ettd kehdkulma CAB on puolet
keskuskulmasta CKB.

KAANNA!
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4
a) Mairita lukujonon %— (n=1,2,3,...) suurin luku. Perustelu.

b) Henkilo léhtee toihin joka aamu autolla samaan aikaan. Hén saapuu tyépaikkan-
sa pysakointialueelle ajankohtana, joka noudattaa normaalijakaumaa. Keskiarvo on
klo 8.50 ja hajonta 5 min. Pysakdintialueelta 16ytyy paikka 65 % todennakoisyydel-
14, ja sieltd on viiden minuutin kdvelymatka tyopaikalle. Jos kaikki pysakointipaikat
ovat varattuja, henkilo voi ajaa viidessa minuutissa toiselle alueelle, jolta aina loy-
tyy pysakointipaikka mutta jolta on 10 minuutin kdvelymatka tyopaikalle. Mika on
todennakoisyys, ettd henkilo saapuu tyopaikalleen klo 9.00 jalkeen?

Osoita, ettda suora (C? + 1)z — C?y + C? — 1 = 0 kaikilla vakion C arvoilla kulkee
kiintean pisteen kautta. Mika tama piste on? Piirra suoraparvi.

a) Funktio f : [1,00[— R on ei-negatiivinen ja toteuttaa yhtilén z + f(z) = ef(=),
1° Maarita f(e — 1) ja f(1). 2° Piirrd kaanteisfunktion f~! kuvaaja ja sen avulla
funktion f kuvaaja.

b) Sydneyn asukasluku toteuttaa erdin mallin mukaan differentiaaliyhtalon

dy 1 i
dt 1007~ 1000’

jossa y = y(t) on asukasluku vuonna 1990 + ¢ miljoonina asukkaina. Sydneyn asukas-
luku vuonna 1990 oli 3539000, joten y(0) = 3,539. Mikd on mallin mukaan Sydneyn
asukasluku vuonna 20007



YLIOPPILASTUTKINTO- 26.3.1997 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA LYHYT OPPIMAARA

Tehtéavissa 4, 6, 8, 9 ja 10 on vaihtoehtoja, joista saa suorittaa vain yhden.
Ratkaise yhtalo (3z — 1)(2z + 1) = (6z + 3)(3z — 1).

Sailiosta kaytetaan 11 litraa oljya vuorokaudessa. Maaliskuun 26. paivana 1997 sai-
liossa on 3 000 litraa oljya. Riittaako oljy koko loppuvuodeksi?

Ohuen, jaykan levyn pituus on 250 cm ja leveys 210 cm. Voidaanko levy vieda oviau-
kosta, jonka leveys on 80 cm ja korkeus 200 cm?

a) Eraan obligaation vuotuinen korko on 5 %. Maksetusta korosta peritaan 28 %
lahdevero. 1° Mika on obligaation todellinen korko? 2° Mika obligaation vuotuisen
koron tulisi olla, jotta todellinen korko olisi 5 %?

b) Madérita sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat suora y = 1 ja paraabeli y = 272 - 7.

Suomalainen Taisto Maki alitti 10000 metrin juoksussa ensimmaisend maailmassa
puolen tunnin rajan juoksemalla vuonna 1939 ajan 29 min 52,6 s. Marokon Salah
Hissou juoksi vuonna 1996 talla matkalla maailmanennatyksen 26 min 38,1 s. Kuinka
paljon Maella olisi vield ollut matkaa jaljella Hissoun tullessa maaliin, jos he olisi-
vat lahteneet yhtaikaa ja kumpikin olisi juossut tasaisella vauhdilla? Kuinka monta
kierrosta tdma matka vastaa 400 metrin pituisella radalla?

. a) Alla olevassa kuvassa on osa eraan toisen asteen polynomin kuvaajaa. Maarita
polynomin lauseke ja laske sen avulla polynomin arvo muuttujan arvolla 10.

b) Huippuéilykkaiden ihmisten yhdistyksen jaseneksi voi paasta henkilo, jonka alyk-
kyysosamaara on suurempi kuin 98 prosentilla ihmisista. Mika alykkyysosamaara pi-
taa henkilolla vahintaan olla, etta han voisi paasta yhdistyksen jaseneksi? Oletetaan,
ettd dlykkyysosaméaira noudattaa normaalijakaumaa N (100, 24).

. Helsingin kaupunki myy autoilijoille 535 markan hintaista pysakointimaksulaitetta.
Laitetta kayttava maksaa vain kiayttamastaan ajasta ja saa 20 % alennuksen taksas-
ta. Henkilo, joka ilman laitetta pysdkoidessaan maksaa aina varmuuden vuoksi 10 %
yliaikaa, ostaa maksulaitteen. Missd ajassa han saa laitteeseen kayttamansa raha-
maaran takaisin, kun han ilman laitetta kuluttaa pysakointiin 20 markkaa viikossa?

KAANNA!
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a) Adnen desibelilukema D liittyy 44nen intensiteettiin I kaavalla D = 10(log,q I+12).
Kaupunki oli asettanut teltassa jarjestetylle konsertille 65 desibelin ylarajan. Ylaraja
ylitettiin kuitenkin kolmella desibelilld. Kuinka monta prosenttia aanen intensiteetti
oli sallittua suurempi?

b) Hataraketin ldhettdjaa paikannettaessa pisteessi A = (0,0) oleva havainnoit-
sija sanoi lahettijin olevan suunnassa i + 2j tai sen oikealla puolella, pisteessa
B = (6,—2) oleva havainnoitsija suunnassa —% + 3j tai sen vasemmalla puolella ja
pisteessié C' = (9,0) oleva havainnoitsija suunnassa —3i + 27 tai sen oikealla puolel-
la. Piirra kuva alueesta, josta hataraketti on lahtenyt, ja maarita lahettajan suurin
mahdollinen etaisyys havaintopisteesta B.

c) Ompeluseuralla on ruskeaa villalankaa 7,2 kg ja vihreaa villalankaa 4,8 kg. Seura
neuloo niista kahdenlaisia villapaitoja. Uusikuosiseen villapaitaan menee 400 g ruske-
aa ja 400 g vihreaa lankaa. Vanhakuosiseen villapaitaan menee 600 g ruskeaa ja 200 g
vihreaa lankaa. Myyjaisissa saa uusikuosisesta villapaidasta 700 mk ja vanhakuosises-
ta 600 mk. Mika on villapaitamyynnin suurin arvo, ja kuinka monta uusi- ja kuinka
monta vanhakuosista villapaitaa on siihen neulottava?

a) Laihia ja Kaavi ovat likimain 63. leveysasteella. Niiden leveyspiirid pitkin mitattu
etaisyys on 330 kilometrid. Kuinka paljon aikaisemmin aurinko nousee Kaavilla kuin
Laihialla? Maapallon sidde on 6 360 km.

b) Puisen, poikkileikkaukseltaan suorakulmion muotoisen kattopalkin lujuus on ver-
rannollinen korkeuden h nelién ja leveyden d tuloon h2d. Halkaisijaltaan 38,0 cm
olevasta tukista sahataan mahdollisimman luja palkki. Maarita taman palkin leveys
ja korkeus.

c) Tehtdessa porakaivoa eraalld alueella vettd l0ytyy h metrin syvyydessa todenna-
koisyydella p seuraavasti.

Syvyys p Syvyys p
4<h<10 4 % 40 < h < 50 20 %
10< h <20 6 % 50<h<60 30%
20<h<30 10% 60<h<70 10%
30<h<40 15% 70 < h < 80 5%

Poraus maksaa 200 mk jokaiselta alkavalta metrilta. Mika on onnistuneen porauksen
hinnan odotusarvo?

a) Tutki, onko kahden kasvavan funktion tulo aina kasvava.

b) Urheilukentille on viivoilla merkitty ympyrasektorin muotoinen alue, jonka kes-
kuskulma on 30,0° ja sivut 90,0 m. Toimitsija kiertaa alueen ympari kulkien sen
ulkopuolella metrin paassa reunasta. Piirra kuvio toimitsijan reitista ja maarita reitin
pituus.



YLIOPPILASTUTKINTO- 26.3.1997 MATEMATIKAN KOE
LAUTAKUNTA PITKA OPPIMAARA

Tehtavissa 3, 6, 8 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

Suoran ympyralierion muotoiseen astiaan kaadetaan 5,0 1 vetta. Talloin veden korkeus
astiassa on 22 cm. Laske pohjan halkaisija.

. Madrita ne reaaliluvut z, joilla z|z|+ 2z +1=0.

. a) Rusinoita saadaan viinirypaleita kuivattamalla. Kuinka monta prosenttia rypélei-
den vedesta haihtuu kuivatuksessa, kun rypaleiden vesipitoisuus on 82 painoprosenttia
ja rusinoiden 24 painoprosenttia?

b) Milld z:n arvoilla on maaritelty lauseke

f@)=;§—+g@—xy+Vm+3—2ﬂ?

. Erdian yhtion osakkeiden osinkoprosentin oletetaan jakautuvan tasaisesti vélille [10.16].
Mika on todennakoisyys, etta osakkeenomistaja saa omistamistaan 25000 markan
nimellisarvoisista yhtion osakkeista osinkoa vahintaan 3400 markkaa?

. Olkoon I pituudeltaan /:n mittainen jana tasossa ja t > 0. Mika on sen tasojou-
kon pinta-ala A(t), jonka pisteiden etdisyys I:std on pienempi kuin t? Piirrd kuvio.

e 1o AL
Maarita lim ﬁ
t— t
. a) Miten maaritellaan kasvava funktio? Anna esimerkki epajatkuvasta kasvavasta
funktiosta. Anna esimerkki kasvavasta funktiosta, joka on origossa jatkuva mutta ei
derivoituva. Piirra funktioiden kuvaajat.

b) Millda kompleksiluvuilla z luku (2 — |z — {|)|z| on positiivinen? Piirrd kuvio.

. Havaintopisteesta A nakyy vuoren huippu H suoraan lannessa 17,4° vaakatason yla-
puolella. Toisesta havaintopisteesta B, joka on tasan 3000 metria pisteesta A pohjoi-
seen, huippu nakyy 14,5° vaakatason ylapuolella. Mika on vuoren korkeus merenpin-
nasta, kun havaintopisteet ovat 200 metrin korkeudella merenpinnasta? Maanpinnan
kaarevuutta ei tarvitse ottaa huomioon.

a) Joukko koostuu parillisesta maarasta perakkaisia luonnollisia lukuja. Nayta, etta
joukon lukujen keskiarvo ei ole luonnollinen luku.

b) Origosta siirrytdan ensin kaksi pituusyksikkéa vektorin 47 + 3j suuntaan ja sen
jalkeen t (¢t € R) yksikkoa vektorin 5¢ — 12j suuntaan. Mihin pisteeseen tullaan?
Minka kayran tama piste piirtaa, kun t saa kaikki reaaliarvot?

KAANNA!
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Laivan nopeus v (km/h) riippuu polttoaineen kulutuksesta p (1/h) kaavan
v=12yp—92

mukaisesti. Maarita laivan polttoaineen kulutuksen kannalta taloudellisin nopeus v

(v >0).

a) Kayra y = f(z), ¢ € [0,1], f(z) > 0, pyorahtda z-akselin ympari ja muodostaa
kappaleen, jonka tilavuus jokaisella valilla [0,z], 0 < £ < 1, on z°. Maaritd f(z).
Piirra kuvio.

b) Funktio F': R — R on madéritelty seuraavasti

_[e?*te kunz < -1,
F(z) = { 1, kun z > —1.

Maarita 1° sellainen vakio a, etta F' on jatkuvasti jakautuneen satunnaismuuttujan
z kertymafunktio, 2° z:n odotusarvo Ez, 3° todenndkoisyys P(z > 2).



YLIOPPILASTUTKINTO- 24.9.1997 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA LYHYT OPPIMAARA

Tehtavissa 3, 4, 6, 7, 8 ja 9 on vaihtoehtoja, joista saa kasitella vain yhta.

h
. Laske suureen m arvo kaavasta p = %, kun p = 700, t = 45, g = 9,81 ja h = 4,5.
. Suora kulkee pisteen (1, 5) kautta leikkaamatta suoraa 2y —z + 1 = 0. Mikéa on suoran
yhtalo? Piirra kuvio.

z
>112

. a) Toteuttavatko yhtalon |x — 1| = 3 kaikki ratkaisut epayhtdlon

b) Kasvin varren halkaisija d riippuu kasvuajasta ¢ yhtilon d = kv/t mukaisesti, jossa
k > 0 on verrannollisuuskerroin. Kasvin varsi on 9 mm paksuinen 36 vuorokauden
ikaisena. Kuinka paksu varsi on 100 vuorokauden ikaisena?

. a) Tuotteen myyntihinta laski 8 %. Myyntipalkkio, joka oli 25 % myyntihinnasta,
nostettiin samalla 31 prosenttiin uudesta myyntihinnasta. Nousiko vai laskiko myyn-
tipalkkio?

b) Auto maksoi uutena 95400 mk, ja 8 vuoden kuluttua sen arvo oli 19000 mk. Auton
arvo vaheni joka vuosi p prosenttia. Maarita p.

. Suorakulmion muotoisen levyn pituus z ja leveys y mitattiin kahdeksan kertaa, ja
saatiin seuraavat tulokset:

mittauskerta z (cm) y (cm)
1. 83,4 94,1
P 83,6 54,3
3. 82,8 53,6
4. 82,6 53,7
9. 83,1 54,0
6. 83,7 54,4
7. 83,2 54,1
8. 83,3 53,9

Maarita mitattujen pituuksien ja leveyksien keskiarvot z, ja y, seka taman perusteel-
la "keskiméaraisen” levyn pinta-ala. Esitd mittaukset (z,y)-koordinaatistossa, jonka
origo on (z,,Y,). Valitse koordinaatiston yksikot niin, ettd mittaustulokset ovat sel-
vasti erotettavissa.

KAANNA!
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a) Pankkilainaa hoidetaan kuukausittain maksamalla korkoa ja tuhannen markan ly-
hennys. Syyskuussa 1997 lainan hoitokulut ovat 1308 mk. Vuotuinen korkoprosentti
on 8,59. Milloin laina on kokonaan maksettu?

b) Mita tarkoitetaan alkuluvulla eli jaottomalla luonnollisella luvulla? Osoita, etta
jos p ja g ovat alkulukuja, jotka ovat suurempia kuin kaksi, niin p + ¢ ei ole alkuluku.

c¢) Desinfiointiliuosta sisdltdvan astian kyljessd on ohje: Vakevyys 40 % — laimenna
ennen kayttoa S—prosenttiseksi liuokseksi. Missa suhteessa liuosta ja vetta on sekoitet-
tava ja kuinka paljon naita on kaadettava 10 litran sankoon, etta sanko tulisi tayteen
5—prosenttista liuosta?

a) Pallon tilavuus madaritettiin upottamalla pallo nesteeseen, jolloin tilavuudeksi saa-
tiin 1,52 £ 0,03 litraa. Missa rajoissa pallon halkaisija voi vaihdella?

b) Mité tarkoitetaan valillad [a, b] méaéritellyn funktion f suurimmalla arvolla? Anna
esimerkki valilld [0, 1] méaéritellystd funktiosta f, jolla ei ole suurinta arvoa. Piirrd
f:n kuvaaja.

a) Pakkaustehdas on paattanyt valmistaa neliopohjaisia kannettomia pahvilaatikoi-
ta. Mika on tilavuudeltaan suurin laatikko, kun pahvia saa pohjaan ja seiniin kulua
yhteensd 0,18 m?2?

b) Mika on todennikéisyys, ettd funktion f(z) = pz?+ x + p pienin arvo on suurempi
kuin 1, kun p maarataan heittamalla noppaa kerran?

c¢) Puoliympyran halkaisija kantana piirretdan suorakulmio, jonka korkeus on puo-
liympyran sade. Suorakulmio sijaitsee puoliympyran puolella. Missa suhteessa suora-
kulmion lavistaja jakaa puoliympyran kehan?

a) Suoran ympyralierion muotoisen tangon ymparilla kulkee vaijeri paastd paahan
kiertden tangon nelja kertaa. Laske vaijerin pituus, kun tangon pituus on 9,1 m ja
halkaisija on 25 cm.

b) Paraabelille y = —z2 + 6z — 5 asetetaan tangentti kohtaan = = 2. Talléin syntyy
kaksi aarellista aluetta, joita kumpaakin rajoittavat tangentti, paraabeli ja x-akseli.
Pienempi alue on suuremman osa. Laske alueiden pinta-alat. Piirra kuvio.

Eraan 16 500 ihmista kasittavan ryhman pituuden oletetaan noudattavan normaalija-
kaumaa N (p;o), jossa p = 175 cm ja o = 5 cm. Ryhmaén alykkyysosamaaran oletetaan
samoin jakautuvan normaalisti N(102;12). Mika on todenndkoisyys, ettd ryhmaésta
16ytyy ainakin yksi henkilo, jonka pituus on yli 190 cm ja alykkyysosamaara yli 1407
Ryhman kengdnnumerot ovat nekin jakautuneet normaalisti /V(41,6; 0,6). Voidaanko
samalla paattelylla kuin ylla laskea todennakoisyys, ettd ryhmassa on ainakin yksi
henkil6, jonka pituus on yli 190 cm ja kengannumero vahintaan 457 Perustele.



YLIOPPILASTUTKINTO- 24.9.1997 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA PITKA OPPIMAARA

Tehtavissa 2, 4, 6, 7 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

. Milla arvoilla z funktion f(z)= z® + 222 — 4z + 5 derivaatta saa arvon nolla?

In 2 e
. a) Laske /
0 1+e®

b) Suunnistaja lahti 1350 m paassa olevalle rastille suuntaan, joka poikkesi 4° rastin
suunnasta. Kuinka kaukana rastista suunnistaja oli juostuaan suoraan 1350 m?

. Henkil6 A saa palkkaa 47,30 mk/h ja henkilo B 38,4 % enemmaéan. Palkkoja korotetaan
1,05 mk/h, kuitenkin vahintdan 1,8 %. Kuinka monta prosenttia enemméan saa B
palkkaa kuin A palkankorotuksen jalkeen?

. a) Luonnollisia lukuja a, b ja ¢ sanotaan Pythagoraan luvuiksi, jos on olemassa suo-
rakulmainen kolmio, jonka sivujen pituudet ovat a, b ja c. Maarita kaikki perakkaiset
luonnolliset luvut, jotka ovat Pythagoraan lukuja.

b) Kokeen kirjauksessa merkittiin erehdyksessa 16 prosentille oppilaista yhden nume-
ron ja 6 prosentille oppilaista kahden numeron verran liian pieni arvosana. Kuinka
paljon virheellisilla arvosanoilla laskettu keskiarvo poikkesi oikeasta?

. Suoran maantietunnelin poikkileikkaus on paraabelin muotoinen. Tunnelin korkeus on
7,50 m ja leveys tienpinnan tasossa 8,10 m. Kuinka korkea, 260 cm levea rekka-auto
mahtuu ajamaan tunnelin lapi keskiviivan oikealla puolella pysyen?

. a) Osoita, ettd funktio f : [0,00[— R,

f@):V@d2+¢E—xy5V;w2+¢5+x05

on lineaarinen funktio, ja piirra sen kuvaaja.

b) Todista oikeaksi kaava f(z) = cos®z +sin®z =1 — %sin2 2z ja madaritd tdman
kaavan avulla funktion f suurin ja pienin arvo.

. a) Suoran ympyrakartion korkeus on 4 ja pohjan side 3. Maarita sivujanan keski-
pisteesta pohjaympyran pisteeseen pitkin kartion vaippapintaa mitatun etaisyyden
suurin arvo. Opastus: Levita kartion vaippapinta tasoon.

b) Osoita, ettd funktio f: R — R, f(z) = 2 + 322 + 3z — 7 on koko R:ssi aidosti
kasvava. Muodosta f:n kaanteisfunktio.

KAANNA!
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10.

Osoita, ettd lim (1/z2 + 1 — z) = 0. M&aarita jokin sellainen luku h, etta

0<Vz2+1-2<1073,
kun = > h.

a) Halkaisijaltaan 20 cm olevaan pyoreddn maalitauluun heitetdan umpimahkaan tik-
kaa. Olkoon satunnaismuuttuja z tauluun osuneen tikan etdisyys reunasta. Maarita
z:n kertymafunktio, tiheysfunktio, odotusarvo ja keskihajonta.

b) Reaalilukujen joukossa R maaritellaan yhteenlaskua muistuttava laskutoimitus zoy
seuraavasti: r oy = r + y — 2 kaikilla z,y € R. Osoita, etta laskutoimitus toteuttaa
seuraavat ehdot: 1° (zoy)oz = zo(yoz) kaikilla z,y,z € R. 2° zoy = yor kaikilla
z,y € R. 3° On olemassa sellainen lukuw € R, ettd row = wox = z kaikilla z € R.
Mika w on? 4° Jokaisella x € R on vasta-alkio z*, jolle xoz* = z* 0oz = w.

Henkilon on paastava suoran joen toisella puolella olevaan pisteeseen E, jonne on hen-
kiloa lahinna olevasta vastarannan kohdasta matkaa 5,2 km myotavirtaan. Henkilon
veneen nopeus veteen nahden on 3,2 km/h, joen virtausnopeus 2,3 km/h ja henki-
16n kavelynopeus 5,9 km/h. Joen leveys on 600 m. Mika on nopein reitti, kun joki
ylitetaan suoraviivaisesti, ja kuinka kauan matka pisteeseen E kestaa?



YLIOPPILASTUTKINTO- 20.3.1998 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA LYHYT OPPIMAARA

Tehtavissa 3, 5, 6, 7, 8 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

Madrita yhtdlon 2 — £ — 1 = 0 ne ratkaisut, jotka kuuluvat avoimeen viliin | — 1, %[
Viiden jalkapalloilijan yhteispaino on 425 kg, ja kymmenen balettitanssijan keskimaa-
rainen paino on 52 kg. Mika on kaikkien viidentoista keskimaarainen paino?

a) Pekka kavelee nelja kilometrid tunnissa ja holkkaa kuusi kilometrid tunnissa. Hol-
katessaan kouluun han kayttaa 3 min 45 s vahemman aikaa kuin kavellessaan sinne.
Maarita Pekan koulumatkan pituus.

b) Kutsuilla on 10 avioparia. Jokainen lasnaolija kattelee jokaista muuta paitsi avio-
puolisoaan. Kuinka monta kattelya suoritetaan?

Oheinen diagrammi esittaa hiilidioksidipaastojen jakautumista eri alojen kesken Suo-
messa vuonna 1994. Kuinka monta prosenttia hiilidioksidin kokonaispaasto vahenisi,
jos sektori, johon kuuluvat kotitaloudet, palvelut, maatalous ym., vahentaisi paas-
tojaan 20 % ja muut pysyisiviat ennallaan? Kuinka monta prosenttia hiilidioksidin
kokonaispaasto vahenisi, jos teollisuus ja liikenne kumpikin vahentaisivat paastojaan
20 % ja muut pysyisivat ennallaan?

Kotitalgudet,

HIILIDIOKSIDIPAASTOT
KULUTUSSEKTOREITTAIN

@atalous ym.

Teollisuus
38%

Liikenne
20%

_ Vuosi 1994 (kokonaispadstot 57,2 milj. tonnia)
Lammitys
27%

Lahde: Suomen Luonto 3/1997

a) Kellohametta valmistettaessa tarvitaan kahden samakeskisen ympyraviivan rajoit-
tama pala kangasta. Sisempi ympyra muodostaa hameen vyotaron ja ulompi helman.
Tytolle, jonka vyotaron ymparysmitta on 60 cm, halutaan ommella 60 cm pitka kel-
lohame. Kuinka leveaa kankaan pitaa vahintaan olla, jotta siita voitaisiin leikata
hameeseen tarvittava ympyrarenkaan muotoinen pala? Saumavaroja ja paarmeita ei
tarvitse ottaa huomioon.

b) Ratkaise taydellisesti yhtalo ax + b = 0, jossa a ja b ovat reaalilukuja. Huomaa
kaikki erikoistapaukset.

KAANNA!



10.

. a) Eraan vuorokauden aikana on hetkella t ulkoilman lampotila

z(t) = —0,02t2 4+ 0,61t + 4,00, 0<t < 24;
aika t on annettu tunteina ja lampotila x(t) celsiusasteina. Milloin lamp6étila on
korkeimmillaan ja milloin matalimmillaan?

b) Teraskuulilla, joiden halkaisija on 2,1 cm, tdytetddn suoran ympyralierion muotoi-
nen astia, jonka pohjan halkaisija on 17 cm ja korkeus 20 cm. Osoita, ettd kuulia
mahtuu astiaan vahemman kuin 940.

a) Kolmion A kirjet ovat pisteissa (0,1), (2,0) ja (v/5,2) ja kolmion B pisteissé
(1,4), (=1,0) ja (-3, 2v5). Ovatko kolmiot A ja B yhdenmuotoisia? Miki on niiden
pinta-alojen suhde? Piirra kuvio.

b) Veneen pohjassa olevasta reiasta tulee aikayksikossa sisaan vesimaéara, joka on suo-
raan verrannollinen reian halkaisijan neljanteen potenssiin. Yhdella pumpulla pysty-
tdan pitamaan tyhjana vene, jonka pohjassa on 1,2 cm:n lapimittainen reika. Kuinka
monta samanlaista pumppua tarvitaan pitamaan tyhjana vene, jonka pohjassa on
1,9 cm:n lapimittainen reika?

a) Kivi heitetdan umpimahkaan ympyraan. Milla todennakoisyydelld se osuu lahem-
maksi ympyran keskipistetta kuin sen kehaa?

b) Maarita suurin sellainen luonnollinen luku m, etta 1 +2 4+ 3 + ...+ m < 462 241.

Tietokoneella, johon voidaan kytkea joko kirjoitin A tai kirjoitin B, valmistetaan 1 200
kappaleen era mainoslehtisia. Kayttamalla ensin kirjoitinta A 1 h 55 min ja sitten
kirjoitinta B 1 h 30 min tulee tyo tehtya. Sama tyo saadaan tehdyksi kayttamalla
ensin kirjoitinta B 1 h 20 min ja sitten kirjoitinta A 2 h 10 min. Kuinka monta
mainoslehtea kirjoittimet A ja B tulostavat minuutissa? Kuinka kauan tyo kestaa, jos
kaytetaan vain nopeampaa kirjoitinta?

a) Maahantuoja asetti tavaralle sellaisen myyntihinnan, ettd hanen voittonsa tulisi
olemaan 10 % kustannuksista, kun kaikki kustannukset otettaisiin huomioon. Kus-
tannuksista 75 % muodostui maksuista hankintamaan valuuttana. Tavaramé&arasta
oli toimitettu yksi kolmasosa, ja taman eran oli maahantuoja jo maksanut ja myynyt.
Tamaéan jalkeen hankintamaan valuutan arvo nousi 20 %. Kuinka monta prosenttia
maahantuojan pitaisi korottaa tavaran myyntihintaa jaljella olevan kahden kolmas-
osan eran osalta saadakseen alkuperaisen markkamaaraisen voiton?

b) Mika eksponenttifunktio f(x) = a* toteuttaa yhtdlon f(x + 1) = 2f(x) kaikilla
reaaliluvuilla 7 Onko olemassa ensimmadisen asteen polynomia P, joka toteuttaa
yhtdlon P(z + 1) = P(x) + 2 kaikilla reaaliluvuilla 7 Enta toisen asteen polynomia?
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YLIOPPILASTUTKINTO- 20.3.1998 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA PITKA OPPIMAARA

Tehtavissa 3, 5, 8 ja 9 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

. Maarita sellainen luku x, etta lukujen 7 + 1,7 + x ja wx keskiarvo on 2.

. Kolmion sivujen pituudet ovat 6, 6 ja 8. Maarita kolmion pienimman kulman sini ja
suurimman kulman puolikkaan kosini.

. a) Maarita ne reaaliluvut z, jotka ovat kdanteislukuaan — suurempia.
T

b) Suunnikkaan livistdjind ovat vektorit d = 12¢ + 87 ja € = 47 — 65. Osoita, etti
kyseessa on neljakas.

. Puutarhuri tarvitsee tuholaisten torjuntaan 1,5-prosenttista mantysaippualiuosta.
Haénelld on kaytettavissaan liuos, jossa on 20 % saippuaa ja loput vettd. Tastd saadaan
sopiva torjuntaliuos vetta lisaamalla. Kuinka monta prosenttia liuoksen vesimaara tal-
16in kasvaa?

a) On annettu funktiot f(z) = e*® ja g(x) = Inz. Ratkaise yhtild
(fog)(z) = (g0 f)(z?).

b) Kyldkaupan kahdesta pysakointipaikasta kumpikin on keskimaarin 40 minuuttia
tunnista varattuna ja loput ajasta vapaana. Keskimaarin 32 minuuttia tunnista ovat
molemmat pysakointipaikat yhtaikaa varattuina. Kaupalle saapuu samalla hetkel-
1a kaksi autoilijaa. Mika on todennakoisyys, ettd molemmat padsevat heti naihin
pysakointipaikkoihin?

Suorakulmaisen sarmion muotoisessa suljetussa lasisailiossa on 1,20 I vetta. Vaakasuo-
ralla alustalla mitattuna vedenkorkeus on 40 mm. Kun sailio kaannetaan kyljelleen,
on vedenkorkeus 50 mm, ja kun sailio kdannetaan toiselle kyljelleen, on vedenkorkeus
60 mm. Maarita sailion tilavuus.

Euroopan unionin tarkastaja mallintaa satelliittikuvassa nakyvan, trombin tuhoaman
metsén alueeksi, joka jaa kdyrien y = sinz ja y = sin 2z viliin, kun z € [0, 7]. Mika
on tuhoalueen tarkka pinta-ala mallin mukaan? Pituuden mittayksikko on kilometri.
Oletetaan, ettd trombin tuhoista maksetaan korvausta 11 500 mk/ha. Kuinka paljon
metsian omistaja saa korvausta?

KAANNA!
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a) Pallon sisdan asetetaan mahdollisimman suuri neliopohjainen suora pyramidi. Las-
ke pyramidin ja pallon tilavuuksien suhde.

b) Osoita, etta kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n on

4n? —
12+32+52+---+(2n—1)2=—7}(—n3——1).

2

a) Kayran y = mielivaltaiseen pisteeseen P(a,b) asetettu tangentti ja kdyran
asymptootit rajoittavat kolmion. Osoita, etta kolmion ala ei riipu tangentin sivuamis-

pisteesta P. Piirra kuvio.

b) Kakku, jonka lampoétila on 21 °C, pannaan paistumaan uuniin, joka pysyy vakiolam-
potilassa 225 °C. Kakun lampotilan muutos aikayksikossa on suoraan verrannollinen
uunin lampotilan ja kakun lampotilan erotukseen. Kymmenen minuutin kuluttua ka-
kun lampotila on 67 °C. Maarita kakun lampotila T ajan t funktiona. Maarita funktion
T(t) avulla kakun lampoétila 40 minuutin kuluttua. Milloin uuniin unohtuneen kakun
lampotila saavuttaa mallin mukaan uunin lampotilan?

Mita tarkoitetaan avoimella valilla maaritellyn funktion f integraalifunktiolla? Maa-
ritd funktion f : R — R, f(z) = |r + 1| — = integraalifunktio. Onko funktiolla

g:R—- R,
(@) = 1, kun x > 0,
g\r) = 0, kunz <O,

integraalifunktiota?



YLIOPPILASTUTKINTO- 25.9.1998 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA LYHYT OPPIMAARA

Tehtavissa 4, 7, 8, 9 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

. Madrita lausekkeen z2— 6z + 5 arvo silla z:n arvolla, joka toteuttaa yhtalon 3z+1 = 0.
. Maarita suorien T + 2y = 3 ja 2z — 3y = 1 leikkauspiste. Piirra kuvio.

. Tietokilpailussa vastaukset soitetaan palvelunumeroon. Puhelun hinta on 3,90 mk/min
+ paikallispuhelumaksu. Kilpailun palkintojen yhteisarvo on 160 000 mk. Oletetaan,
ettd kilpailun jarjestdja saa itselleen 75 % edelld mainitusta maksusta 3,90 mk/min
ja etta yksi puhelu kestaa keskimaarin 3 minuuttia. Kuinka monta soittoa jarjestajan
on saatava palkintojen arvon keraamiseen?

. a) Helsinki, Salo ja Turku ovat likipitden samalla suoralla. Helsingin ja Turun va-
limatka on noin 165 km seka Salon ja Turun valimatka noin 55 km. Helsingissa oli
eraana paivana lampotila 17,1 °C ja Turussa 22,3 °C. Lampoétila muuttui tasaisesti
Helsingin ja Turun valilla. Mika oli talloin lampotila Salossa?

b) Mill arvoilla z on polynomin 9 + 6z — z3 derivaatta positiivinen?

. Vuonna 1995 erddn pesujauheen markkinaosuus oli 15 %. Vuonna 1996 timéin
pesujauheen myynti kasvoi 20 % ja pesujauheiden kokonaismyynti kasvoi 10 %. Mika
oli ko. pesujauheen markkinaosuus vuonna 19967

. Suorakulmaisen sarmion muotoisen veistoksen leveys on 2,00 m, pituus 1,00 m ja
korkeus 3,00 m. Veistoksesta tehdaan pienoismalli, jonka tilavuus on sadasosa alku-
peraisen veistoksen tilavuudesta. Mitka ovat pienoismallin mitat?

a) Purjehdittaessa ndkyi majakka suoraan veneen edessd 2°:n kulmassa veden pintaan
nahden. Kun oli edetty majakkaa kohti 250 m, se nakyi 3°:n kulmassa. Kuinka
kaukana vene oli nyt majakasta, ja mika oli majakan korkeus?

b) Lampomittareiden A ja B lukemia T4 ja Tg verrattiin tarkan lampomittarin luke-
miin 7". Tulokset ovat oheisessa taulukossa. Laske mittareiden A ja B virheet Tp — T
ja Tg — T ja vertaa mittareiden paremmuutta kussakin lampotilassa T erikseen. Tut-
ki, kumman mittarin virheiden keskiarvo on pienempi, ja vertaa tulosta aiempiin.
Voidaanko mittareita paremmin vertailla jollakin muulla tunnusluvulla?

T 4100 46,0  +2,0 -2.0 6,0  -10,0
P, 4112 471 407 ~1.2 -69  -10.7
Tg  +10,6  +6.5  +2.4 -1.6 -5,7 9.8

KAANNA!
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a) Puolisuunnikkaan yksi kulma on suora ja toinen 45°. Lyhyempi yhdensuuntaisista
sivuista on pituudeltaan a. Pitemman lavistajan pituus on 4a. Maarita puolisuunnik-
kaan ala.

b) Hirsirakennuksen pystyttdja ilmoittaa seinien painuvan kokoon ensimmaisena vuo-
tena 1 % korkeudesta ja kunakin seuraavana vuotena 60 % edellisen vuoden painumas-
ta. Voiko vastavalmistuneen hirsirakennuksen 270 cm korkeaan huoneeseen huoletta
pystyttad 262 cm korkean kaapin?

a) Cup-kilpailu jarjestetdan siten, etta osallistujat arvotaan kullakin kierroksella pa-
reiksi. Kukin pari ottelee keskendan, ja voittaja jatkaa seuraavalle kierrokselle, jolla
taas arvotaan jaljella olevat osallistujat pareiksi. Nain jatketaan, kunnes jaljella on
enaa kaksi osallistujaa, jotka ottelevat loppuottelun. Kilpailuun on ilmoittautunut 32
osallistujaa. Milld todennékoisyydelld loppuottelussa on kaksi parasta osallistujaa?

b) Kolmion sivujen pituudet ovat 3a, 3a ja 4a. Kolmion sisddn piirretdan alaltaan
mahdollisimman suuri suorakulmio, jonka yksi sivu on kolmion pisimmalla sivulla.
Maarita taman suorakulmion ja kolmion alojen suhde.

a) Vuonna 1997 kunnallisverotukseen tuli uusi ansiotulovidhennys. Vahennys on 20
prosenttia ansiotulojen 15000 markaa ylittavalta osalta. Vahennyksen enimmaismaa-
ra on kuitenkin 5500 markkaa. Verovelvollisen ansiotulon ylittaessa 43 000 markkaa
vahennyksen maara pienenee 2 prosentilla ansiotulon 43 000 markkaa ylittavalta osal-
ta. Esitd vahennyksen y maara ansiotulon z funktiona ja piirra funktion kuvaaja.
Milla tuloilla vahennys loppuu kokonaan?

b) Koneen ostohinta on 130000 mk. K&yttoika on viisi vuotta, jonka jalkeen koneella
on 20000 mk:n poistoarvo. Koneen vuosittainen nettotuotto on 25000 mk. Laske
koneen poistoarvon ja koneen tuottojen ostohetkeen muunnetut nykyarvot, kun vuo-
tuinen korkokanta on 5 %. Pa&ittele tuloksesta, kannattaako koneen osto. Opastus:
rahamaaran nykyarvo on rahasumma, joka korkoineen ja koron korkoineen vastaa ko.
rahamaaraa.
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YLIOPPILASTUTKINTO- 25.9.1998 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA PITKA OPPIMAARA

Tehtavissa 5, 7, 8 ja 10 ratkaistaan joko kohta a) tai kohta b).

2 -3z
Ratkai htalo —— =a - 3.
atkaise yhtdls ———= =2

Tuotteen hintaa korotetaan kolmesti p %, mika nostaa hinnan kaksinkertaiseksi. Maa-
rita korotusprosentti p.

Milld z:n arvoilla funktio f(z) = 3
yhtaikaa positiivisia arvoja?

— 22+ 2 —1 ja sen derivaatta f'(x) saavat

Tasamaalla sijaitsevalta rajaytystyomaalta lentaa kivi 72 metrin paahan. Kivi kat-
kaisee 48 metrin paassa olevan ohuen puun 13,5 metrin korkeudelta. Oletetaan, etta
kiven lentorata on paraabeli. Kuinka korkealla kivi kay?

a) Tavalliseen korttipakkaan kuuluu 52 korttia, joista 4 on &ssid. Taydesta pakas-
ta vedetaan umpimahkaan kortti, sitten toinen kortti ja taman jalkeen viela kaksi
korttia. Vedettyja kortteja ei panna takaisin pakkaan. 1° Milla todennakoisyydella
ensimmainen kortti on assa? 2° Jos ensimmainen kortti oli 4ssa, niin milla toden-
nakoisyydella toinen on assa? 3° Jos ensimmainen ja toinen kortti olivat assia, niin
milla todennakoisyydella viimeiset kaksi korttia ovat assia?

b) Maarita funktion f: R — R,

o) = 2r + 2, kun z <0,
T l1e*+1, kun z >0,

se integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (1,2) kautta.

Kaupungeilla A ja B on kummallakin keskustassaan paikallisradioasema, jonka kuu-
luvuusalue ulottuu 60 kilometrin paahan asemasta joka suuntaan. Asemien valimatka
on 102 km. Autoilija, joka ajaa suoraa tieta kohti kaupunkia B, saapuu kaupungin A
aseman kuuluvuusalueelle. Taman jalkeen han ajaa 38 km, ennen kuin A:n aseman
lahetys lakkaa kuulumasta. Onko han talloin jo kaupungin B aseman kuuluvuusalu-
eella?

a) Milli a:n arvoilla yhtdlo z2+y2 + 2ar+4ay+2y+6a+1 =0 on ympyrin yhtilo?
Maarita naiden ympyroiden keskipisteiden muodostama joukko.

b) Kompleksiluku z = x + iy on myds vektori zz+ yj. Maarita kaikki kompleksiluvut
21, 29, joille patee =z -z = 2;29. Tassa z; -z, tarkoittaa vektoreiden z; ja zj
skalaarituloa ja 27z kompleksilukujen z; ja z, tuloa.

KAANNA!
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a) Osoita, ettd yhtalollda 5tanz ~3 = 10z on valilla | - Z, Z[ tésmélleen yksi juuri.
Maarita taman jalkeen juuren arvo yhden desimaalin tarkkuudella.

b) Taso leikkaa koordinaattiakselit pisteissd A = (2,0,0), B = (0,5,0) ja C = (0,0, 4).
Pisteen P = (0,0, 1) kautta asetetaan tasoa vastaan normaali. Missd pisteessd tdma
leikkaa tason?

Anna esimerkki suljetulla valilla [0,1] m&&ritellystd funktiosta f, jolla ei ole suurinta
eikd pienintd arvoa. Piirra funktion kuvaaja. Voiko tallainen funktio olla kasvava?

a) Suoran ympyrakartion muotoisen teltan pohjan sdde on 2,4 m ja sivujana 4,0 m.
Telttaan sen pohjalle asetetaan suorakulmaisen sarmion muotoinen, neliopohjainen,
tilavuudeltaan mahdollisimman suuri laatikko siten, ettad sen sivutahkon puolittava
pystysuora yhtyy kartion akseliin. Maarita laatikon pohjasarma, korkeus ja tilavuus.

b) Kultaseppa valmistaa pikarin 2,20 cm korkean jalan hopeasta valamalla. Valu-
muotti on ympyrapohjainen pydrahdyskappale, joka syntyy kidyrin y = 3e~(*/ 2)2,
0 < z < 2,20, pyorahtaessa x-akselin ympari. Maarita jalan tilavuus kolmen nume-
ron tarkkuudella. Hopean tiheys on 10,5 kg/dm?, ja kultaseppid maksaa hopeasta
897,50 mk/kg. Kuinka paljon maksaa jalan raaka-aine?
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